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5. FOLGE, BAND 13, HEFT 1, APRIL 1932 


Uber Elektronenbeugung 
an reinem und an passivem Eisen 


Von W. Boas und E. Rupp 


(Aus dem Forschungsinstitut der AEG 
und aus dem Kaiser Wilhelm-Institut für Metallforschung) 


1. Aufgabestellung 

In einer Untersuchung über Elektronenbeugung an passivem 
Eisen!) haben E. Rupp und E.Schmid 12 Maxima des 
reinen Eisens vermessen, die durch ein inneres Potential von 
13,3+1,5 Volt beschrieben werden konnten. An der passivierten 
Eisenoberfläche traten fünf neue Maxima auf, die sich, unter 
der Annahme, daß das innere Potential des reinen Eisens 
auch für die passive Schicht gelte, durch einen Gitterabstand 
von 3,4 ÄE erklären ließen. 

Die vorliegende Untersuchung stellt sich in Fortsetzung 
der genannten Arbeit zur Aufgabe, durch Variation des Ein- 
fallswinkels die Frage nach einer Abhängigkeit des inneren 
Potentials von der Beschleunigungsspannung der Elektronen 
eingehend zu prüfen und die Struktur der passiven Schicht 
durch Ausmessung der sie charakterisierenden Maxima zu 
ermitteln. 

Die Ergebnisse der Untersuchung sind: An der Fläche 
(110) von reinem Eisen werden 13 Beugungsmaxima ge- 
funden, die sich durch ein spannungsunabhängiges Potential 
von 14+ 1 Volt darstellen lassen. Für die Ordnungszahl n = 3 
scheint um 150 Volt herum ein Gebiet anomaler Dispersion im 
Sinne von Davisson und Germer?) aufzutreten. An der 
passiven Schicht des Eisen werden 12 Maxima neu gefunden, 
die zusammen mit den schon bekannten 5 Maxima auf 7 Gruppen 
zurückgeführt werden können, innerhalb deren V sin*g eine 
winkel- und spannungsunabhängige Größe ist. Eine ausführliche 
Diskussion zur Deutung dieser Gruppen wird in Abschnitt 5 
gegeben. 


(Mit 2 Figuren) 


1) E.Rupp und E. Schmid, Naturwiss. 18. S. 459. 1930. 
2) C. J. Davisson und L. H. Germer, Proc. Nat. Acad. 14. 
8.619. 1928. 
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2. Versuchsverfahren 


Benutzt wird das dem Braggschen Verfahren analoge 
der Reflexion bei gleichem Kinfalls- und Reflexionswinkel 
unter Variation der Strahlgeschwindigkeit, wobei der Winkel 
variiert wird. Die Versuchsröhre mit drehbaren Teilen ist in 
der Untersuchung von J. Laß und E. Rupp?) sowie in der 
Dissertation von W. Dam es?) ausführlich beschrieben.?) Die 
Glanzwinkel g wurden von 20° bis 60° variiert und die Beu- 
gungsmaxima in häufig wiederholten Meßreihen bei Variation 
der Voltgeschwindigkeit der auftreffenden Elektronen aus- 
gemessen. 

Die Eiseneinkristalle waren die früher benutzten. Die 
Versuchsröhre wurde durch Hochfrequenz ausgeheizt und Eisen 
auf die Kristallfläche aufgedampft. Wir haben zwei ver- 
schiedene Eiseneinkristalle benutzt. Die reflektierende Fläche 
war stets (110). Durch Röntgenstrahlaufnahmen konnten wir 
feststellen, daß die Kristalle tatsächlich in dieser Fläche 
spiegelten. Die Maxima waren nach dem Ausheizen in 90 Proz. 
der Einzelmessungen reproduzierbar. 


3. Versuchsergebnisse an reinem Eisen 


Die Voltlagen der Maxima in Abhängigkeit vom Glanz- 
winkel g sind in Tab. 1 zusammengestellt. Die Intensität der 
Maxima wird durch st = stark, m = mittel und sch = schwach 
charakterisiert. Die angegebenen Zahlen sind Mittelwerte aus 
5—10 Messungen. Die maximale Schwankung in der Voltlage 


Tabelle 1 


Voltlage der Maxima bei verschiedenen Glanzwinkeln 9 
i Reines Eisen (110) 


"Kristall I und II rein 


80 m 195 m 

60 m 125 st 190 sch 
85 st 175m 270 m 
125 st 195 m 

105 m 190 m 

90sch 120st- 255m 
115st. 225m 


1) J. Laß und E. Rupp, Ann. d. Phys. [5] 11. S. 611. 1931. 

2) W. Dames, Dissertation Würzburg 1931, Ann. d. Phys. [5] 
12. S. 185. 1932. 
3) Die Röhre wird bei E. Leybold’s Nachf., Köln, käuflich hergestellt. 


betr. 
Max 
ders 


(1) 


zugr 


nach 
In 1 
Man 
Grol 
Max 
Pote 
2,5; 


inte! 


dars 
verst 


Dar: 


9 
ur}, 
mz 
| 
V sin? 
Bay 
7 
ay. 
c 
— 
RN 


ich 


Lus 


lt. 


W. Boas u. E. Rupp. Über Elektronenbeugung usw. 


beträgt +5 Volt, die mittlere Schwankung + 2 Volt. Die 
Maxima lagen für die beiden untersuchten Kristalle innerhalb = 
derselben Fehlergrenze. 


4. Auswertung der Maxima an reinem Eisen 
Der Auswertung der Maxima wird die Gleichung: 


150 
(1) E =| 


5) - V 
zugrunde gelegt. 

Fiir (110) ist d = 2,04 AE. Die Maxima werden zunichst 
nach Gruppen geordnet, innerhalb deren V sin*g konstant ist. 
In Tab. 2 sind die Auswertungsergebnisse zusammengestellt. Abe 
Man erkennt aus der Tabelle, daB sich spannungsunabhingige 7 
Größen Vsin?p auffinden lassen. Die größere Anzahl der a 
Maxima läßt sich der (110) Fläche zuordnen mit einem inneren a Bet: 

P 


Potential von 14 + 1 Volt mit den Ordnungszahlen n = 2; 
2,5; 3 und 4. Die Maxima mit n=2 und 3 scheinen am 
intensivsten aufzutreten. 


Tabelle 2 


Eisen (110) 


p 20° 25 | 25° 20° 25° 30° 
V 80 m 60 m 190 sch 195 m 125 st 85 st 
V sin? @ 9,4 10,7 34,5 22,8 22,7 21,3 j 
n 2 2 
E, +0,4 +1,7 +2 13,7 13,8 15,2 5 


"sing | 43,0 43,8 41,2 43,4 45,0) 67,5 642 78,5 60 67,5 
2,5 


p 25° 30° 35° 40° 45° | 30° 35° 40° 45° 50° 
V | 240m 175m 125st 105m 270m 195m 190m 120st 115 st 


E, | 14,0 13,2 158 136 1280| 14,5 178 35 22 145 


45° 
i | 255 m 225 m 175 m 13 Maxima mit &,=14,0+1V 5 
Vsin? 127,5 132 132 
n 4 Für n = 3 anomale Dispersion 5 
E, 18,5 14 14 vgl. Fig. 1 27 
Drei Maxima lassen sich durch ein inneres Potential ur “a 
darstellen, das innerhalb der Versuchsfelder von Null nicht Be 
verschieden ist. ER 


a 


50° 60° 3 Maxima mit E, = 0 


Für n = 3 zeigt V sin? einen deutlich unstetigen Gang. 
Daraus folgen E,-Werte, die eine Spannungsabhängigkeit auf- — 
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stellt ist.) Es scheint also hier um 150 Volt herum eine 
i Unstetigkeit des inneren Potentials vorzuliegen, analog wie 
Davisson und Germer 


F 
fad en an Ni (111) um 90 Volt 
herum eine anomale Dis- 
” persion gefunden haben. 
| Damit wäre ein neuer 
Fall eines anomalen Ver- 
4-2-6 | haltens von E, bekannt ge- 
worden. Leider gelang es 
ne | | uns nicht, durch Variation 
des Winkels bei festgehal- 
0 5 m 10 20 20 V tener Spannung die Lage 
=” Fig. 1. Anomale Dispersion der anomalen Stelle ge- 
#4 an Eisen n = 3 j 
nauer zu vermessen. 


In der Fig. 2 sind alle bisherigen Messungen des inneren 
otentials an Eisen zusammengestellt sowohl für die (110) wie 


20 T ] | 
10 
0 N es 
0 40 80 120 160 200 240 280V 


Fig. 2. Spannungsabhängigkeit des inneren Potentials für Eisen 


für die (100) Fliiche.*) Bisher sind 32 Maxima bekannt, die 
¥ sich durch ein mittleres Potential E, = 14 + 1 Volt be- 
schreiben lassen. Sie liegen innerhalb 20 und 270 Volt. 


5. Strukturbestimmung der passiven Schicht 


Die (110)-Fläche wurde, wie schon früher beschrieben °), 
durch Eintauchen in ein Gemisch aus rauchender und nicht- 


1) Die Werte des inneren Potentials für (100) sind der Unter- 
suchung von E. Rupp und E. Schmid entnommen. 

2) Aus E. Rupp und E. Schmid, a.a. O. und E. Rupp, Ann. d. 
Phys. [5] 5. S. 465. 1930. 
3) E. Rupp und E. Schmid, a.2.0. 
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rauchender Salpetersäure und Abspülen mit destilliertem 
Wasser passiviert. Ein neues Ausheizen des passivierten 
Kristalls fand nicht statt. Die Anzahl der Meßreihen an der 
passiven Schicht wurde jedoch verdreifacht gegenüber den 
Messungen am reinen Eisen und nur diejenigen Maxima als 
reell angesehen, die sich in über 60 Proz. der Messungen re- 
produzieren ließen. Die Beugungsmessungen ergaben die in 
Tab. 3 aufgeführten Werte, von denen einige (in der Tabelle 
hervorgehobene) Maxima der reinen Eisenfläche zugehören. Die 
seinerzeit in der Untersuchung mit E. Schmid erhaltenen 
Werte befinden sich im Einklang mit unseren Messungen und 
sind in der Tabelle eingeklammert enthalten. Es fragt sich 
nun, wie die Maxima, die mit Sicherheit von der passiven 
Schicht herrühren, zu deuten sind. Nach der heute wohl vor- 
herrschenden Anschauung ist die Passivität durch eine außer- 
ordentlich dünne Oxydschicht verursacht, und es scheint des- 
halb physikalisch berechtigt, die mit der Methode der Elek- 
tronenbeugung erhaltenen Maxima mit Hilfe eines der Oxy d- 

haut zuzuordnenden Netzebenenabstandes zu deuten. m 


Tabelle 3 


Passive Schicht auf Eisen 
(Eisenmaxima an der passiven Schicht sind mit * bezeichnet) 


Yin? | Kristall I passiviert 
25 125 st* 165 m 
30 Sdst* (95) 105m 155 seh (155) 200m (210) 
35 | 80 st 125m* 160m Er 
40 60 m 105 m* 130 st 225 sch 250 sch De . 
45 90 m* 100st 120sch* 7 
50 65 m 95 st 160 m 195 m 
60 (94) 


Wir haben also die schon oben benutzte Gl. (1) anzusetzen, 
wobei hier die Schwierigkeit auftritt, daß nicht nur (wie oben) © 
E, unbekannt und n beliebig wählbar ist, sondern auch d noch _ 
zu bestimmen ist. Von der besonderen Versuchsausführung 


V sin? (p = Glanzwinkel) unabhingig, und es gelingt so, die 2 
17 gefundenen Maxima der passiven Schicht in 7 Gruppen = 
einzuteilen (vgl. Tab. 4). Für jede dieser Gruppen ist V sin?’ — aa 
innerhalb der Fehlergrenzen konstant. 

Für Röntgenstrahlen wäre die Aufgabe jetzt ot a 
gelöst; ein Netzebenenabstand d ist dort eindeutig durch © ‘ 
V sin*g gegeben. Bei der Elektronenbeugung tritt jedoch E, 
als neuer Parameter auf, und man hat zu EN ob er 
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d-Werte ergeben. 
Gl. (1) 


nur sehr gering ist. 
d = 2,94 AE anzugeben. 


Tabelle 4 
Eisen (110) passiviert. (Geordnet nach V sin? g) 
@ | 30° 25° 30° 35° 40° 
Vi; 70 165 m 100 m 80 st 60 m 
Vsin?g | 17,5 29,5 25,0 26,3 24,8 
@ |.30* 35° 4° 4° 50% 40° 
V 205m 160m 130st 100st 95st 94 
Vsin?m 51 52,5 53,6 50 55,8 | 70,5 93 


d = n-)37,5/(V- sin? + E,) 
zuniichst H, einen bestimmten Wert und sucht fiir alle (in 
unserem Fall für die sieben) Vsin?g einen einzigen Netz- 
ebenenabstand d bei aufeinanderfolgenden n zu erhalten. Für 
E,=0 ist diese Rechnung in Tab. 5 wiedergegeben. 
sieht, daß für n=2, 25, 3...5 die Streuung der d-Werte 
Für E,=0 ist also der Mittelwert 


Tabelle 5 


| 30° 

| 155 sel 
38,8 

50° 


94 


50° 


N 65 m 
38,3 
40° 50" 


225 sch 160m | 250 sch 195 


104 115 


sich ein E,-Wert finden läßt, für den die aufeinanderfolgenden 
Ordnungszahlen n besonders wenig voneinander abweichende 
Man gibt also in der nach d aufgelösten 


Man 


Berechnung des Netzebenenabstandes der passiven Schicht 


unter der Annahme EF, = 0 


~ 
or 


‘on 


V sin? @ 

26,4 38,5 52,6 70,5 
1,195 0,987 0,845 0,730 
1,79 1,48 1,27 1,10 
2,39 1,98 1,69 1,46 
2.99 2,47 2,12 1,83 
3,58 2,96 2,54 2,19 
4,18 3,46 2,96 2,56 
4,78 3,95 3,38 2,92 
5,38 4,45 3,81 3,29 
5,97 4,93 4,22 3,65 

5,43 4,65 4,02 

5,92 5,07 4,38 


93,5 


0,634 
0,95 


‘ 
anz 
— um 
| We 
dies 
(inn 
ents 
halt 
; E, = 
‘ 
E,= 
J d-V 
nicl 
= eine 
ebe 
= 
i 
Inn 
das 
dur 
75 | 109 eine 
I 17,5 
1,468 
a 1,27 1,17 Oxy 
158 | 1,47 
2 | 205 
4 5,13 B 
= 5,87 254 | 2,34 au 
9 2,86 | 2,64 inne 
re 3,17 2,93 sam 
29% 
3.49 | 3,22 Es 
5,50 | 4,75 4,12 3,81 e 
592 | 5,11 4,43 4,10 sucl 
2. Ar | | 5,48 4,75 4,40 
5,84 | 5,07 4,69 
| 5,38 4,98 als 
| 5,70 5,28 dure 
4 | | 5,56 | 
J 
| 
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Diese Zuordnung der Maxima wire dann als eindeutig 
anzusehen, wenn für andere E,-Werte die Schwankung der d 
um ihren Mittelwert größer wäre, und man würde denjenigen 
50° Wert von E, für den wahrscheinlichsten halten, für welchen 
35 m diese Streuung am kleinsten ist. Für E,=7 Volt und E,=14Volt 
(inneres Potential des reinen Eisens) wurde nun die der obigen 
504 entsprechende Rechnung durchgeführt mit dem in Tab. 6 ent- 
195 ud haltenen Ergebnis. Es zeigt sich, daß die Streuung der 


Tabelle 6 


len Netzebenenabstand der passiven Schicht auf Eisen 
nie fiir verschiedene innere Potentiale 
ten V-sin? 17,5 | 26,4 | 38,5 52,6 | 70,5 | 93,5 | 109 | a 
| 
“> d | 2,94 | 2,99 | 2,96 | 2,96 | 2,92 | 2,86 | 2,93 |). A; 
(in E,=0 35 4 45 | 5 || 2,94 AE 
FR sr d | 3,09 | 3,18 | 3,18 | 3,18 | 3,13 | 3,06 | 3,13 
{ |35 |4 |45 |5 | 55 3,14 AE 
Ä ‚_aswll| @ | 3,27 | 3,38 | 3,38 | 3,38 | 3,33 | 3,97 | 381 |\aan 
y= 14) n | 3 | 35 |4 145 |5 |55 
ert d-Werte in den drei Fällen etwa gleich groß ist. Es ist also 


nicht möglich, eindeutig die Maxima der passiven Schicht 
einem bestimmten inneren Potential und einem bestimmten Netz- 
ebenenabstand zuzuordnen. Man kann den Netzebenenabstand 
nur zwischen zwei Werte einschließen, da wahrscheinlich das 
innere Potential der passiven Schicht zwischen Null und der für 
das reine Metall beobachteten Größe liegt.) Es ist natürlich 
— durchaus möglich, daß ein oder mehrere Netzebenenabstände 
eines Eisenoxyds oder -hydroxyds in diesem Bereich von etwa 
6 2,94—3,33 AE liegen. Aber es kann nicht entschieden werden, 
ob in diesem Falle die passive Schicht wirklich ein solches 
Oxyd ist oder nicht. 

Wir halten es für wesentlich, auf einen Punkt nochmals 
besonders hinzuweisen. Nach dem oben Gesagten liegt es 
außerhalb der Leistungsfähigkeit der Methode, gleichzeitig 
inneres Potential und Netzebenenabstand einer nur mit lang- 
samen Elektronen untersuchten Schicht eindeutig zu bestimmen. 
Es ist dies keineswegs auf die hier untersuchte passive Schicht 
des Eisens beschränkt. Auch bei der früher?) von uns unter- 
suchten Sauerstoffbelegung des Wolframs sind die erhaltenen 


1) Unter Umständen wird sogar ein größeres E, zu erwarten sein 
als für das reine Metall, nämlich dann, wenn die Austrittsarbeit A 
durch die Oberflächenschicht erhöht wird. 

2) W. Boas u. E.Rupp, Ann. d. Phys. [5] 7. S. 983. 1930. 


7 


Se 


>; . 
~ 
r 
a 
| 
a 
| 


8 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 13. 1932 v 
Tabelle 7 
Netzebenenabstand der Sauerstoffschicht auf Wolfram 
fiir verschiedene innere Potentiale 
130 | 118| 160 | 186 | 206 93 | 102/ 126/154) yittel- 
15° 30° 60° wert 
| 4,16 | 3,95 |: | 
e d |4,13 | 4,17 | 4,11 | 4,27 | 4,4 | 4,2! 4,42 4,3 
Eq J | d | 4,20 | 4,36 | 4,32 | 4,46 | 4,67 | 4,46 | 4,59 447) 14,38) \s.43 ir 
n \3 | 4,5 5 5,5 6 65 75 Er 
Maxima mit drei verschiedenen inneren ae deutbar Re 
(vgl. Tab. 7), ohne daß die berechneten Netzebenenabstände in die 
irgendeinem Falle eine besonders geringe Streuung aufweisen. de 
Es dürfte demnach ganz allgemein gelten, daß es mit der St 
Methode der langsamen Elektronen unmöglich ist, gleichzeitig th 
zwei GréBen (inneres Potential und Netzebenenabstand) ein- de 
deutig zu bestimmen, es sei denn, daß es gelingt, die Voltlage rig 
der einzelnen Maxima um eine Zehnerpotenz genauer festzulegen. so 
Zusammenfassung = 
Bei der Elektronenbeugung an (110) eines Eiseneinkristalles AN 
werden unter Variation des Winkels 13 Beugungsmaxima ge- da 
funden, die sich durch ein spannungsunabhingiges inneres sp 
Potential von 14+ 1 Volt darstellen lassen. Im ganzen sind St 
bisher 32 Maxima bekannt, die durch diesen Mittelwert be- te: 
schrieben werden können (Fig. 2. Für die Ordnungszahl St 
n=3 scheint um 150 Volt herum ein Gebiet anomaler Dis- sc 
persion im Sinne von Davisson und Germer aufzutreten. la 
An der passiven Schicht des Eisens werden 12 Maxima the 
neu gefunden, die sich zusammen mit den bereits bekannten 
5 Maxima auf 7 Gruppen zurückführen lassen, innerhalb deren D 
Vsin?g eine winkel- und spannungsunabhängige Größe ist. ge 
Die eindeutige Bestimmung eines Netzebenenabstandes gelingt be 
nicht, da für verschiedene Werte des inneren Potentials E, a 
jeweils verschiedene Netzebenenabstände angegeben werden es 
kénnen, die fiir aufeinanderfolgende Ordnungszahlen einander er 
gleich sind. Der Netzebenenabstand kann nur zwischen zwei K 
Bereiche eingegrenzt werden (Tabellen 5—7). 
Berlin, 2. Dezember 1931. 
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W. Lange. Wirbel in scherenden Flüssigkeitsströmungen 


— 
tel- Stationdre Wirbel 


in scherenden Flüssigkeitsströmungen') 
Von W. Lange 


Ä (Mit 10 Figuren) 
Einleitung 
ÄE Die Beobachtungen, die man im Experiment bei der 
Entstehung turbulenter Strömung oberhalb der kritischen 
bar Reynoldsschen Zahl macht, haben von jeher dazu geführt, 
in die Frage der Entstehung der Turbulenz als eine Frage nach 
en. der Stabilität einer vorliegenden Flüssigkeitsströmung gegen 
der Störungsbewegungen anzusehen. Nun stellen sich aber der 
itig theoretischen Behandlung auf diesem Wege infolge der Form 
in- der hydrodynamischen Bewegungsgleichungen so große Schwie- 
age rigkeiten entgegen, daß man stets versuchen mußte, durch be- 
en. sondere physikalische Annahmen sich das Problem in irgend- 
einer Weise theoretisch zu vereinfachen. Zunächst lag es nahe, 
| auch hier — wie in den in der Potentialtheorie behandelten 
les Aufgaben — die Zähigkeit der Flüssigkeit zu vernachlässigen, 
vr da es schien, als ob die Trägheitswirkungen die Hauptrolle 
= spielten und die Zähigkeit nur eine kleine Dämpfung der 
nd Störungsbewegungen bewirken könne. Lord Rayleigh?) be- 
de- trachtete als weitere Vereinfachung die Stabilität gegen kleine 
mg Störungen von Flüssigkeitsgebieten, innerhalb derer die Ge- 
- schwindigkeit in Hauptstrémungsrichtung einen linearen Ver- 
lauf in Abhängigkeit von den Querdimensionen der Flüssigkeit 
Br hatte, und setzte des weiteren auch andere Geschwindigkeits- 
won profile aus einer Reihe derartiger geradliniger Stücke zusammen. 
eo Diese Methode wurde durch Prandtl und Tietjens?) fort- 
at. geführt, wobei dann auch der Einfluß kleiner Zähigkeit mit 
4 berücksichtigt wurde. Die Rechnungen von Tietjens ergeben 
0 wohl zum ersten Male das auffallende Ergebnis, daß die Zähig- 
+ keit die Stérungsbewegungen nicht unbedingt dämpfen muß, 
er sondern auch anfachen kann. Das Auftreten von Ecken in der 
u Kurve der Geschwindigkeitsverteilung macht einige Schwierig- 
1) Göttinger Dissertation, Referent: Prof. Dr. A. Betz, Korre- 
ferent: Prof. Dr. L. Prandtl. 
2) Lord Rayleigh, Scientific Papers, Bd.I, 8.474 ff; Bd. III, 8.17 ff. 
3) O. Tietjens, Zamm 5. S. 200ff. 1925. 
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keiten, da gerade hier die Vorteile, die man durch den stiick- 
weise geradlinigen Verlauf hat, verloren gehen. Auch bleibt 
man selbst mit dieser Vereinfachung bei dem Kriterium des 
Anwachsens bzw. Nichtanwachsens der Störungen auf verhältnis- 
mäßig kleine Intervalle beschränkt. Der Wunsch, der Wirklich- 
keit in der Darstellung des Geschwindigkeitsprofiles der Haupt- 
strömung näher zu kommen, liegt der Arbeit von Tollmien!) 
zu Grunde. Auch hier kann man aber schließlich eine neue 
Lösung nur in der Nähe der Stelle, wo Phasengeschwindigkeit 
der Störung und Strömungsgeschwindigkeit übereinstimmen, er- 
halten. Immerhin tritt durch die Möglichkeit, die Krümmung 
eines gegebenen Geschwindigkeitsprofiles zu berücksichtigen, eine 
wesentliche Verbesserung ein. In Analogie zu den Bemerkungen, 
die Rayleigh als Antwort auf einige Fragen Lord Kelvins 
machte, bekommt man nach Tollmien gewissermaßen eine 
zweite Reibungsschicht im Innern der Flüssigkeit. Auf eine 
andere Weise versucht H. A. Lorentz im Anschluß an Unter- 
suchungen von O. Reynolds?) der Frage der Stabilität gestörter 
Flüssigkeitsbewegungen beizukommen. Er bildet aus der An- 
nahme kleiner Abweichungen in den Geschwindigkeitskompo- 
nenten der Hauptströmung mit Hilfe der Navier-Stokesschen 
Bewegungsgleichungen ein allgemeines Kriterium über die zeit- 
liche Anderung der Energie der Störungen. Indessen gelingt 
eine allgemeine Diskussion dieser Energiegleichung nicht, 
sondern es bedarf spezieller Annahmen über die Verteilung 
der Geschwindigkeit. Es ist auch auf diesem Wege nicht 
möglich, allgemein die Frage nach der Stabilität zu beant- 
worten. — Die folgende Untersuchung hat mit den erwähnten 
Arbeiten mancherlei Berührungspunkte. Ihr Hauptzweck ist 
der, die Unstabilität von Strömungen an solchen Beispielen zu 
untersuchen, die der Rechnung und dem anschaulichen Ver- 
ständnis möglichst wenig Schwierigkeiten bieten. Das weit- 
gehende Verständnis solcher einfacher Fälle erleichtert dann 
meist auch das Eindringen in kompliziertere Vorgänge. 


I. Strömungen im indifferenten Gleichgewicht 
a) Grundgedank'en 


Wir gehen aus von einer zweidimensionalen Hauptströmun 
8 
mit parallelen Stromlinien in z-Richtung. Ihre Geschwindig- 


1) W. Tollmien, Nachrichten d. Gesellschaft d. Wissenschaften, 
Göttingen, Math.-Phys. Klasse 1929. 
2)H. A. Lorentz, Abhandlungen über theoretische Physik I, 
B. G. Teubner, Leipzig-Berlin 1907, S. 43ff; O. Reynolds, Scientific 
Papers, Bd. II, S. 535. 
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ick- keit a ist von Stromlinie zu Stromlinie veränderlich. Wenn y 
eibt die Ordinate senkrecht zu x bzw. @ bezeichnet, so sei a = @(y) 
des eine gegebene Funktion nur von y. Die Rotation dieser Haupt- 

n*) Den Koordinatenursprung legen wir so, daß fiir y= 0 auch 
ore a = 0 wird. 

celt Uber diese Hauptstrémung denken wir uns nun eine kleine 
er. in z-Richtung periodische Störung überlagert, die etwa von 
Ing einer ebenfalls in z-Richtung periodischen Wirbelanordnung 
cone auf der z-Achse herrühren möge. Die Geschwindigkeiten der 
en, Störungsbewegung seien wu parallel zur z-Richtung und v senk- 
ns recht dazu. Sie seien überall klein gegen a, mit Ausnahme 
ine der nächsten Umgebung der z-Achse, wo ja @ selbst klein wird. 
ine Da die Quergeschwindig- 

= keit v in z periodisch ver- N 

ter läuft, werden die ursprünglich --~--<=>— 
oil geraden Stromlinien der Aus- Strominie 
en (Fig. 1); d. h. wenn wir zu u) 

it- einem Zeitpunkt in Richtung 
gt der z-Achse fortschreiten, so | 

at, treffen wir abwechselnd Teil- ,.. 

ng chen an, die urspriinglich ober- Set 
ht halb oder unterhalb der be- ee eee 
t- treffenden Linie lagen und durch die Störungsbewegung auf 
n diese Linie verschoben wurden. Diese Teilchen haben aber, 
a wenn 3 = — a” + 0 ist, verschieden starke Drehung. Wir 
r- haben also jetzt eine zusätzliche periodische Wirbelverteilung 
t- in der ganzen Ebene, die über die ursprüngliche, nur von y 
n abhängige, überlagert ist. Diese Wirbelverteilung hat ihrer- 


seits wieder ein periodisches Geschwindigkeitsfeld, welches 
unser ursprüngliches verstärken oder schwächen kann. Das 
hierdurch veränderte Feld hat wieder veränderte Wirbel- 
verschiebungen zur Folge usw. Im allgemeinen gibt es hierfür 
or aber einen Gleichgewichtszustand, indem die Störungsgeschwin- 
digkeiten gerade eine solche Wirbelverschiebung bewirken, daß 
das neue Wirbelfeld mit der ursprünglichen Störung zusammen 
, eben diese Störungsgeschwindigkeiten ergibt. Werden jedoch 
die ursprünglichen Störungen durch das infolge der Wirbel- 
verschiebung entstehende periodische Wirbelfeld verstärkt, so 
kann der Fall eintreten, daß kein solches Gleichgewicht vor- 
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handen ist, indem durch die gegenseitige Verstirkung von 
Störungsgeschwindigkeit und Wirbelverschiebung beide un- 
begrenzt anwachsen. Die Strömung ist dann gegen solche 
Störungen unstabil. 

Wir werden im folgenden zunächst ohne Berücksichtigung 
der Zähigkeit nach solchen Störungen suchen, die für eine 
gegebene Hauptströmung an der Grenze der Stabilität liegen, 
so daß man von einem indifferenten Gleichgewichtszustand 
der Strömung sprechen kann. In diesem Falle muß bei ver- 
schwindend kleiner Anfangsstérung das von den Wirbel- 
verschiebungen herrührende Störungsfeld gerade diese Wirbel- 
verschiebungen aufrechterhalten. 

Wir wollen nun das, was wir im vorhergehenden qualitativ 
erläutert haben, in Formeln darstellen. Wir gingen aus z. B. 
von einer periodischen Wirbelanordnung auf der z-Achse (Fig. 1). 
Diese ist als eine Unstetigkeitsschicht in den Geschwindigkeiten 
der Strömungsrichtung aufzufassen, wobei deren Sprung 2 u 
mit der Zirkulation pro Längeneinheit O7'/dx in der Be- 


ziehung steht: 


Ist nun J" periodisch, etwa [= J, sin 2, ‘so erhalten wir fiir 
die Schicht y = 0: 

(2) = 3 
In der ganzen iibrigen Ebene herrscht aber ein Potentialfeld, 
das auch in x periodisch sein muß, damit es in die periodische 
Verteilung für y=0 stetig übergeht. Auf diese Weise wird’): 


coS«@%. 


al, 


(Das negative Zeichen gilt für die obere, das positive für die 
untere Halbebene.) 


\ aT, 
(4) y) = “e-«l¥lsinaz, 


wobei u, und v die von dieser Wirbelbelegung herrührenden 
Geschwindigkeitskomponenten in der x- und y-Richtung bedeuten. 


Wir werden im folgenden zur Abkürzung =W, oder 
auch erein=u,(y) einführen. Entsprechend werden wir 


allgemein mit w(y) den Maximalwert der Funktion v(z, y) für 


1) Vgl. z.B. Lord Papers, Bd. I, 8. 477 ff. 
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gegebenes y bezeichnen. Damit nehmen Gl. (3) und (4) die 
Form an: 


(3a) 


(4a) wsinet.: 


Die Geschwindigkeiten v, der Ausgangsstörung rufen nun 
in der ganzen Ebene eine Verschiebung der in jedem Punkte 
infolge der Hauptströmung herrschenden Wirbel &= — # hervor, 
und zwar so, daß die entstehende zusätzliche Wirbelverteilung 
mit der ursprünglichen Wirbelreihe, die durch u, (x, 0) dar- 
gestellt wurde, in Phase bleibt. Auf diese Weise bleiben dann 
auch alle folgenden Störungen phasengleich. Nennen wir die 


Verschiebung y,, so ist: 


Da 

dy u a 


$1 max a 


wobei =a ist, wird, wenn wir noch zur Abkürzung 


A 
ed 
anstatt max £ einführen: 


u Wy) 
@ 


(5) cosaz = — — 

Im Abstande q von der z-Achse haben wir in einer Schicht 
von der Dicke dy nunmehr eine in der «-Richtung periodische 
Wirbelverteilung, deren Stärke pro Längeneinheit £, (n)dn be- 
trägt. Das Geschwindigkeitsfeld, das zu dieser Wirbelschicht 
gehört, finden wir in analoger Weise wie früher, als wir die 
Geschwindigkeiten des Feldes der Wirbelschicht an der Stelle 
y=0 an einer Stelle y bestimmten [Gl.(4) und (5)]. So erhält 
man für die Geschwindigkeitskomponente v im Abstand y von 
der x-Achse als Einfluß der Wirbelschicht im Abstande 7 von 
der x-Achse: 


1 
| dv, (a, y) = dq-sinas 
(6) u” w 
om -a/y-n]| - Si 
| -- (7), v-nldn 


Sämtliche durch die erste Verschiebung entstandenen Wirbel- 
schichten ergeben: 


~ 
von 
| 
che 
| 
ine 
ren, 
and 
rer- 
el- 
1). 
ten 
2 u 
3e- | 
; 
ld, 
he 
n. 
er 
ir 
ir 
| 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 13. 1932 

Diese Stérungsgeschwindigkeiten bedingen nun eine weitere 
Wirbelverschiebung und damit neue Störungsgeschwindigkeit. 
Wenn ein Gleichgewichtszustand besteht mit der gesamten 
Störungsgeschwindigkeit v(z, y) = w{y)sina@z, so wird die 
Wirbelverteilung: 


(8) c(y)=— 


Das Feld dieser Wirbelverteilung RER 
Ausgangsstörung w, sing x würde gerade die Störung w 


174 


mit dem der 
geben: 


w (y) 
a 


+ 
w(y) 
= Wo (y) f (=), 


(9) w e-a'y-nldn. 

Diese Integralgleichung liefert uns die Verteilung der Störungs- 
geschwindigkeiten w bei gegebenerVerteilung der Hauptströmungs- 
geschwindigkeiten und gegebener Anfangsstörung w,. Wir können 
nach Gl. (8) auch die Geschwindigkeit w durch die Wirbelstärke & 
ersetzen und erhalten damit die Gleichung: 


Unsere Frage läuft nun darauf hinaus, unter welchen Umständen 
die Integralgleichung bei verschwindendem w, bzw. bei ver- 


schwindendem J, eine endliche Lösung für w liefert, d. h. 
wann eine Lösung der homogenen Integralgleichung: 
+00 

(11) w(y) = — (= 

= 2a f 7 ), 7 
bzw. 

+00 

(12) §(y) =- 

. . 
existiert. 
Statt dieser Integralgleichung kann man auch eine 


Differentialgleichung aufstellen. Es ist für irgendeinen orts- 


festen Punkt: 


0 
E+ G+ 6+ = 9, 


wobei sich die u Größen auf die Hauptbewegung, 
die anderen nur auf die Störungsbewegung beziehen, wie schon 
früher. Da nun, wie wir von früher wissen, die Größen, die 
zur Hauptbewegung gehören, nur von y abhängig waren, und 
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wir außerdem voraussetzen wollen, dab u<a, v<a und {<£ 
sein sollen, womit das Gebiet um y=0 herum ausgeschlossen 
wird, so können wir die obige Gleichung unter Vernachlässigung 
der quadratischen Glieder ges kleinen GréBen schreiben: 
at 
um ae 3: 
oder, da ja € =— a [Gl.(1j] war: 
Wir können hieraus eine Differentialgleichung für die uns un- 
bekannte Störungsquergeschwindigkeit v ableiten, indem wir 
folgende Umformung vornehmen. Nach unserer Bezeichnungs- 
weise ist 


Oy 
und nach der Kontinuitätsgleichung 


Ou Ov 
* * 0 also — 
so daß sich ergibt 
(15) 


Für stationäre Verhältnisse, die wir in unserem indiffe- 


renten Gleichgewichtszustand betrachten, ist noch 2 =0. 
Damit haben wir 
(16) aAv—vi'=0. 


Nehmen wir hier die Stérung als periodisch an, also etwa in 
der Form 
v= w(y)sine 
wo also w nur noch von y allein abhängt, so erhalten wir: 
ar 


woraus sich übrigens 
w’— 
(17) b=— —— COS 


ergibt. Die Differentialgleichung (16) lautet dann: ace 
a(w" — aw) — a w=0 

oder wenn wir Gebiete in der Nähe von @ = 0, wie schon er- 

wähnt, ausschließen 


(18) G w 
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_ Diese Differentialgleichung kann man auch durch zweimalige 
Differentiation unmittelbar aus unserer früheren Integral- 
gleichung erhalten. Wir ziehen zur Auffindung expliziter 
Lösungen diese Differentialgleichung der Integralgleichung 
vor, werden aber gelegentlich auch von der Integralgleichung 
Gebrauch machen. 

Es lassen sich nun nach allgemeinen Sätzen über Diffe- 
 rentialgleichungen dieses Types bereits einige grobe Aussagen 
über w machen.') Wesentlich für das Verhalten der Lösungen 


 w ist augenscheinlich das Verhalten der Funktion 


oy) 4+ 


abzuschätzen. Man hat zwei Fälle fiir w: 

1. Ist o(y)>0 innerhalb eines Intervalles von y, so 
müssen w” und w im gleichen Intervall gleiches Vorzeichen 
haben, d. h. die Krümmung der w-Kurven ist so, daß sie ihre 
konvexe Seite der y-Achse zukehren. Da «? stets positiv ist, 


> es kommt darauf an, den Einfluß auf die Lösungen w 


so ist die Voraussetzung @ + - >0 stets gegeben, wenn 


= >0. Dann haben #” und a gleiches Vorzeichen. Die 
a-Kurven haben denselben Typus wie die w-Kurven. Es ist 


aber auch noch o(y)>0O wenn 0> — «@°, in diesem 


Falle haben a” und @ verschiedene Vorzeichen, die #-Kurven 
wenden der y-Achse ihre konkave Seite zu. 

2. Ist dagegen o(y)< 0 in einem Intervall, so haben 
jetzt w” und w verschiedenes Vorzeichen, d.h. die w-Kurven 


sind gegen die y-Achse konkav. Für i bleibt in diesem 
Falle nur eine Möglichkeit nämlich, daß rs 


u 

< — u? 
wird. Daraus ergibt sich, daß auch @” und # nur verschiedenes 
Vorzeichen haben können (z ist reell). Die @-Kurven sehen 
also qualitativ ebenso aus wie die w-Kurven. Nicht besonders 


erwähnt haben wir den Fall “- =— «@?, der für @ natürlich 


eine Lösung des zweiten Typus ergibt. Für die w-Kurven 
ergeben sich dagegen in diesem Falle gerade Linien. Die 


eben behandelte qualitative Zuordnung der Gestalt der a- und 


1) L. 
ff. 


Differentialgleichungen, Springer, Berlin 1926, 
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w-Kurven werden wir später bei unseren beiden Beispielen 
wiederfinden. 

Zunächst wollen wir versuchen, die eben gegebenen Zu- 
sammenhänge noch etwas stärker einzuschränken. Das ge- 
lingt dadurch, daß man zu der vorgelegten Differentialgleichung 
eine Vergleichsgleichung in Beziehung bringt, über deren 
Lösung man von vornherein genauer informiert ist. Wir 


stellen also z. B. gegenüber Bote 
(19) w’—o(yyw=0 oder w’— + ) w -0 


und 


daraus erhält man durch Elimination von @ 


zus 


Sind etwa w und z positiv in dem betrachteten Intervall, so 
a” a” 
gibt das Vorzeichen von —— den Ausschlag. Ist — <0, 
u 
was vorhin unter 1. im zweiten Falle und unter 2. diskutiert 
wurde, so ist hier wz— z’w< 0, oder wenn man dies von 
einem Punkte aus integriert, wo z und w gleiche Werte haben, 
ergibt sich 
w 
w<s. 
Es bleibt also die w-Kurve für positives z überall unterhalb 
der Lösung z, die lautet z = 2, e*“%, wobei für y>0 das ne- 
gative, für y< 0 das positive Zeichen der Potenz zu nehmen 
ist, weil in Anbetracht der Bedeutung von w ein Unendlich- 
werden für y= + oo bzw. y=— oo physikalisch keinen Sinn 
hätte. In dem zweiten unserer nachher gerechneten Beispiele 
werden wir auf diesen Vergleich mit z nochmals zurückkommen. 
a” 

Auch das erste unserer Beispiele gehört zu dem Typus — <0, 


. . . u . e 
und zwar ist in diesem Falle - ae «*, Jedoch ergibt sich 
die Lösung in diesem Falle, wie schon erwähnt, so einfach, daß 


dazu diese qualitativen Überlegungen unnötig sind. Ist etwa 


— <—«, so empfiehlt es sich wegen des dann wechselnden 


Vorseichens von o(y), anstatt der oben angegebenen Vergleichs- 
gleichung eine vom T'ypus 
2" +k?z=0 
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zu wählen, also mit den Lösungen 
z prop. sin ky bzw. z prop. cos ky 


zu vergleichen. 

Wir haben bei der Aufstellung der Gleichungen immer 
vorausgesetzt, daß die Störungsgeschwindigkeiten v <a sind 
und mußten deshalb einen schmalen Streifen in der Umgebung 
von y=(, wo @—>0 geht, von unserer Betrachtung aus- 
schließen. Dieser Streifen wird um so schmaler, je kleiner 
die Störungsgeschwindigkeiten sind. Es ist nun die Frage zu 
klären, ob dieser schmale Streifen, in dem wir über die Vor- 
gänge auf Grund unserer Näherungsgleichungen nichts be- 
stimmtes aussagen können, nicht den ganzen Verlauf der Er- 
scheinungen entscheidend beeinflussen kann. Gehen wir auf 
Gl. (9) zurück, so sehen wir, daß die Störungsgeschwindigkeit + 
an irgendeiner Stelle durch ein Integral über die Wirbel- 
verschiebungen des ganzen Raumes ausgedrückt wird, also ein- 
schließlich des schmalen Streifens, in dem wir die Wirbel- 
verschiebungen nicht kennen. Nun geht aber gerade aus dieser 
Integraldarstellung hervor, daß zu dem Wert des Integrales 
der schmale Streifen verschwindend wenig gegenüber dem 
übrigen Gebiet beiträgt, wenn nicht die durch die Verschiebung 
entstandenen Wirbel £ in diesem Streifen extrem große Werte 
haben. Daß in Wirklichkeit keine extrem großen Wirbel hier 
auftreten, ist physikalisch ohne weiteres einleuchtend. Damit 
unsere Rechnungen aber zulässig sind, ist auch erforderlich, 
daß in unserer Näherungsformel, die ja das Verhalten in der 
Nähe von y= 0 nicht richtig wiedergibt, die Werte von £ 
nicht — oo gehen. Da nach dieser Näherungsbetrachtung [G]. (8)] 

wy 

a 


— COS 


u 


ist, so fordern wir, daß #”/@ endlich, d. h. daß für a = 0 auch 
@ = (0 sein soll. Die Kurve für @ muß also bei y = 0 einen 
Wendepunkt haben. Wir werden deshalb, um unsere Betrach- 
tungen nicht unnötig zu erschweren, nur solche Geschwindig- 
keitsverteilungen betrachten, welche bei y= 0 einen Wende- 
punkt besitzen und im übrigen für — y die negativen Beträge 
wie für die gleichen Werte von + y haben (Symmetrie, Fig. 2).') 


1) An sich ist die Einschränkung, daß für 2-——>0 auch #”—> 0 


die Beschränkung auf symmetrisch 
ganz wesentlich. 
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Wir wollen aber, da wir unsymmetrische Geschwindig- 
keitsverteilungen weiterhin ausschlieBen, wenigstens qualitativ 
uns das Verhalten derselben überlegen. Für positive y sei @ 
positiv und #” negativ, also @”/a negativ, für negative y sei @ 
negativ, @’ negativ, a@”/a also positiv. Überlagern wir hierüber 
eine periodische Störung etwa durch kleine Wirbel, so ergibt 
sich ebenso wie im Falle der symmetrischen Grundströmung, 
eine Krümmung der Stromlinien in dem Sinne wie in Fig. 1 
eingezeichnet. Die Verschiebungen sind auf beiden Seiten der 
Nullachse entgegengesetzt. Da jetzt a” auf 
beiden Seiten gleiches Vorzeichen hat, so 
wirkt die Wirbelverschiebung auf der oberen 
Seite im Sinne einer Verstärkung, auf der 
unteren im Sinne einer Abschwächung der 
ursprünglichen Wirbel. Wir haben also nur 
auf der oberen Seite, wo @’/a negativ ist, 
eine Tendenz zum Unstabilwerden, während u 
auf der unteren Seite, wo #’/ä positiv ist, 
die ursprüngliche Störung sogar verkleinert 
wird. 


J 


b) Berechnung von zwei Beispielen 


Wir wollen uns nun der Betrachtung 
von zwei Beispielen zuwenden, die einerseits Fig. 2. 
die rechnerische Durchführung dessen zeigen, „Symmetrisches 
ir bish ll hal Geschwindigkeits- 
was wir bisher allgemein erläutert haben, „ofil mit Wende- 
und andererseits zur Erweiterung des bis- punkt bei y = 0 
her Gesagten dienen sollen. Wir be- 


nützen unsere früher abgeleitete Differentialgleichung (18) 
w” — =) w=0. 

Dabei nehmen wir im folgenden zwei Verteilungen von @ an 

und bestimmen dazu diejenige Verteilung der Störungsquer- 

geschwindigkeiten in der ganzen Ebene, die indifferentes Gleich- 

gewicht ergibt. Von da aus lassen sich dann noch Nachbar- 

lösungen behandeln. 

(21) 1. Beispiel. = Usinßy. 

Eine solche Geschwindigkeitsverteilung erhält man, abgesehen 

von einer für die Vorgänge unwesentlichen konstanten Ge- 

schwindigkeit in roher Annäherung in einigem Abstand hinter 

einem Gitter von Stäben, durch das die Flüssigkeit strömt. 

Die Abstände je von Mitte des einen zur Mitte des nächsten 


2a 
Stabes sind En 3 


- Man kann diese Geschwindigkeits- 
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verteilung aber auch unschwer exakter durch geeignet geformte 
Siebe in einer Strömung verwirklichen. Für diese Strömung ist 


also — UP?sinßy, 
(22) = = — 


Hierbei ist das ins daß #”/ü in der ganzen Ebene (26 

konstant ist. Gl. (18) lautet jetzt 

(23) w’— (a? — = lau 

Die Lösungen dieser Gleichung sind ha 
für Gl 

(24) fir «= w= W = const, | ein 
für «<ß w= Weosy ay. 

Die Doppellösung w= We*V«-#y würde w=00 für y= +00 zu 


ergeben, was physikalisch nicht brauchbar ist. Wir können 
ihr aber einen physikalischen Sinn geben, wenn wir die beiden 
Funktionen e+tV=-#y und e-Ve’-#y in geeigneter Weise zu- 
sammensetzen, so daß nirgends w = oo wird. Wir können z.B. 
in dem Gebiet y>0 die Funktion e~V*-#» und in dem 
Gebiet y < 0 die Funktion e+V=-#y verwenden und erhalten 
so w=We-V*-#lyl. Auf die dabei auftretende Unstetigkeit | 7) | 
in der Ableitung bei y = 0 nr wir noch zurück. Da 


übrigens nach früheren £ (x, y) = — — w(y) cos« war, sind die 
entsprechenden Lösungen, wenn wir a Gl. (8) ao 
in’ 
setzen, fiir &(y) 
für a>ß 
(25) füra=ß  &s&y)=aW= | 
für a<ß Weosy Paty. m 
| Um die physikalische Bedeutung dieser Lösungen besser 
zu übersehen, wollen wir das Problem für diese besonders ein- 2 
fachen Strömungsverhältnisse auch mittels der Integralgleichung hi 
behandeln und zwar zunächst für den Fall, daß die Anfangs- di 


störung endlich ist [Gl.(9)]. Als Anfangsstörung wollen wir, wie 
bereits als Beispiel in Gl. (2) angeführt, eine periodische Unstetig- 
keit in der X-Achse (periodisch verteilte Wirbel) voraussetzen. : 


v, = sina, 
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Die Integralgleichung 


+0 
w(y) = W,e- act (¥) w(n)e-eiy-nldn, 
(y) of + In a)» (7) 
welche für dieses Beispiel ites 
+o 
» 


lautet, lösen wir in der Weise, daß wir in erster Näherung w 
unter dem Integral durch w, ersetzen. Durch Auswerten des 
Integrals erhält man so den ersten Näherungswert w, aus der 
Gleichung. Diesen setzt man wieder unter dem Integral für w 
ein, erhält damit einen Wert w, aus der Gleichung usw.') 
Auf diese Weise ergibt sich für die 6. Näherung, wobei 
2 


zur Abkürzung u = 5 gesetzt ist: 
231 
2 | 1043 02,5 0,35 0,68 21 
4 Oy 2 ER. 2 1 3 15 4 28 5 105 6 
) +ley| | | 
1 1 7 
4 
5 
+\ay| | 3840" 
1 
"|| 


Eine Abschitzung der unendlichen Reihe ergibt sich aus 
der Integralgleichung selbst, wenn man den „Kern“ e~¢!y-7! 
durch seinen Maximalwert 1 ersetzt.?) Man erhält dann, wenn 
man mit w(y) wie vorher verfährt, für w(y) 


1) Zur Ausführung der Integration sei bemerkt, daß wegen der 
Absolutbeträge der Argumente «|y| und «|y — „| die Integration in 
drei Teilen: — © bis 0, 0 bis y und y bis + erfolgen muß. Man er- 
hält dann als Hilfsmittel zur Ausführung der sukzessiven Integrationen 
die Formel: 


p=1 


2) Vgl. etwa Courant-Hilbert, Methoden d. math. Physik I; 
S. 122ff. Springer, 
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(28) 
n=0 


Die rechts stebende 2, ist sicher für u < 1 konvergent, so 
daß dann auch unsere Reihe als Minorante konvergiert. 

Wir wissen aus unseren allgemeinen Überlegungen, daß 
die Störungsbewegung durch den Einfluß der Hauptströmung 
verstärkt wird, daß sie also größer ist als die Ausgangsstörung 
und wir wollen ja gerade wissen, unter welchen Bedingungen 
das Verhältnis der Störungsbewegung zur Ausgangsstörung 
gerade oo wird. Dieses Verhältnis ist durch die Reihe in der 
geschweiften Klammer der Gl. (27) ausgedrückt. Wir müssen 
daher von vornherein erwarten, daß diese Reihe bei einem 
bestimmten Werte von u gegen oo geht. Die Reihe wird 
daher, wenn u sich diesem Wert nähert, sicher schlecht kon- 
vergieren. Um dies zu vermeiden, wollen wir einen Faktor 
so abspalten, daß die verbleibende Reihe für y = 0 stets den 
Wert 1 ergibt. Gl. (27) ergibt fir y= 0 


Die Reihe in der geschweiften Klammer ist aber nichts anderes 
als die Reihe fiir 


1 1-3-5 


Setzen wir diesen Wert, der für u—> 1 gegen oo geht, in 
Gl. (27) vor die Klammer, so erhalten wir: 
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Man kann aber durch gliedweisen Vergleich feststellen, 
daB die Reihe in der geschweiften Klammer mit derjenigen 
übereinstimmt, welche man durch Entwicklung der Funktion 


so 

laß erhält. Also läßt sich die Reihe durch diesen Ausdruck er- 

ng setzen, und man erhält so ae 

ng § 

u 

> Durch Einsetzen dieser Lösung in die Integralgleichung (26) 

zn kann man sich von der Richtigkeit der Lösung überzeugen. 

: In Fig. 3 sind einige 

m pi 

ty verschiedene ge- 

zeichnet, die den 08 


gang von der Lösung 
w(y) = W,e-«!v! für 
u=0 zu der Lösung * 
w(y) = W = const 
für «= 1 veranschau- 
res lichen. Die zu jeder — 
KurvegehérigenWerte o 
der Ausgangsstörung 
sind auf der Ordi- Fie. 3. K 
natenachse rechts an- tap 


04 


in gegeben. für die Störungsgeschwindigkeit w > 
Wenn u—> 1 also bei verschiedenem Parameter u = — 
a—> 8 geht, eg geht und die zugehörige Ausgangsstörung 

w (y) WwW, 


Vi-a ’ 
d.h. w wird unabhängig von y. Das Verhältnis w/W, der 


Störung w zur Ausgangsstörung W, geht mit — — 2. 


-) Wir erhalten bei verschwindend kleiner Ausgangsstörung W, 
eine endliche Stérung w = W = const. Das ist aber gerade das 


Ergebnis, das wir aus der Differentialgleichung als zweiten Fall 
; (Gl. (24)] erhalten haben. Die gesuchte Grenze der Stabiliät ist 
demnach durch 
u=1 bw a= 
gegeben. 


wisse allgemeinere Uberlegungen beniitzt, wie sie in Frank — v. Mises, 
Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik, Vieweg, 


| 1) Man kann zu diesem Ergebnis auch gelangen, wenn man ge- 
Braunschweig 1930, 


. 
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nu ff. angegeben sind. 
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Wir können nun aber auch erkennen, was die erste Lösung 
der Differentialgleichung w = We-V=-#iy! bedeutet. Es ist 
jene Störung, die sich bei einer Ausgangsstörung w,= W,e- «!vI 
einstellt. Wenn wir nämlich W = er setzen, so stimmt 

die Lösung der Differentialgleichung mit der Lösung der Inte- 
gralgleichung für die erwähnte Ausgangsstörung überein. Man 
könnte sich vielleicht wundern, daß in der Lösung der Diffe- 
rentialgleichung eine Ausgangsstörung mit periodisch auf der 
Achse verteilten Wirbeln auftritt, obwohl wir bei ihrer Auf- 
stellung nur die durch Verschiebung der Hauptströmung auf- 
tretenden Wirbel, aber keine zusätzlichen Wirbel zuließen. 
Dies erklärt sich aber dadurch, daß wir ja der ersten Lösung 
der Differentialgleichung nur einen physikalischen Sinn geben 
konnten, indem wir sie aus zwei getrennten Lösungen zu- 
sammensetzten. An der Verbindungsstelle, z. B. der X-Achse, 
gehen dabei aber die X-Komponenten der Geschwindigkeit (u) 
unstetig mit einem Vorzeichenwechsel ineinander über, und 
wir erhalten hier in dieser Unstetigkeit eben die Wirbel- 
verteilung, von der wir. bei Aufstellung der Integralgleichung 
ausgingen. 

Über die dritte Lösung der Differentialgleichung (GL. (23)] 
kann man mit Hilfe der Integralgleichung in folgender Weise 
Aussagen erhalten. 

Nehmen wir zunächst eine beliebige Abweichung von der 
die Gleichung befriedigenden Störungsgeschwindigkeit w(y) an, 
etwa in der allgemeinen Form f(y), so können wir, wie früher 
ihren Einfluß an einer betrachteten Stelle y durch die Integral- 
darstellung für diese Abweichung w, dort darstellen: 


+00 
1 
as w,(y) =— 


und zusehen, ob wir eine konvergierende Lösung erhalten. 
Für unser erstes Beispiel hätten wir: 


+00 

-aly-nld 

y) = fine N. 


Läßt sich nun feststellen, daß dieses w, schon größer ist als 
die Ausgangsabweichung f (7), so ist dadurch, daB sukzessive w, 
für fin) eintritt und damit ein w, errechnet wird usw. zu er- 
warten, daß eine w, eintritt. 
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Man erhält durch partielle Integration für w, eine unendliche 
Reihe in den Ableitungen von f, welche lautet 


2 En) (y) 
w,(y) = & 

Es ist nun festzustellen, wann die rechte Seite gréBer a. 
als f(y) selbst. Nimmt man als einfachsten Fall einmal f als 
konstant an, so sieht man ohne weiteres, daß fiir @ >a@ der 
Wert rechts größer als f wird. Es würde das also Instabilität — 
der Strömung gegen eine solche Abweichung von der Gleich- 
gewichtslage bedeuten. 

Betrachtet man eine einfache periodische Funktion f, also 
z.B. f = cos #y, so erhält man 


Die Summe rechts läßt sich in bekannter Weise für < <i 


in der Form =. darstellen. Daß man diesen PN 


auch für =1 erhält, kann man sehen, wenn man f(n) 
a 


= cos +7 unmittelbar in das Integral einführen würde. Man 
kann also schreiben 


wo, (y) = & —+--cosdy= . 


a? 
+? 
Hier sieht man, daB die kritische Stelle bei 


liegt. Es ergibt sich also ein Anwachsen für in y-Richtung 
konstante Störungen, wie wir zuerst sahen, wenn £ > « ist; 
außerdem auch für jede periodische Störung, deren Wellen- 
2n 

— 
Stérungen f als eine Reihe von einzelnen einfach periodischen 
Funktionen dargestellt denken. Ist eine darunter, deren Wellen- 


länge größer ist als . Man kann sich nun allgemeinere 


länge größer als ist, so ist ein Anwachsen zu erwarten. 


2_ 0? 
Der Gleichgewichtszustand für # > « in unserem ersten Bei- 
spiel (Gl. 24) ist also als instabil zu bezeichnen, während für 
6 < « Stabilität vorliegt. @ = « ist das zwischen beiden Fällen 
liegende indifferente Gleic gewicht. 
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Fiir die weitere Behandlung werden wir uns auf die 
zweite Lösung («= f) mit verschwindender Ausgangsstörung 


beschränken, weil diese ja im 
> | physikalischen Sinne das eigent- 
liche indifferente Gleichgewicht 
__v darstellt. Das Verhalten der Stö- 
3- rungen für «= wird dann in 
Abhängigkeit von der Größe der 
2b Abweichung vom indifferenten 
/i, Gleichgewicht betrachtet werden. 
a AZ Sx (81) 2. Beispiel: a = U Tg dy. 
7 Profile, welche diesen qualitativ 
Pi ar ähnlich sind, finden sich dort, wo 
zwei Gebiete von Flüssigkeit ver- 
f — 7929  schiedener Geschwindigkeit anein- 
(Rayleig) andergrenzen. Die bei Beginn einer 
| solchen Bewegung vorhandene un- 
endlich dünne Trennungsschicht 
| wird durch die Zähigkeit bald ver- 


dickt und stellt so einen kontinuier- 


Fig. 4. Geschwindigkeitsprofil@ lichen Geschwindigkeitsübergang 


oa der Hauptströmung bei indiffe- her (Fig. 4) In diesem Beispiel wird 
ae rentem Gleichgewicht für das 
zweite Beispiel und entsprechen- a” =— 2° UTgöy 
des geknicktes Profil nach 39 | (1 Tg? Ö y) 
=— 20°(1 — dy). 


Damit erhält man aus Gl. (18) 


33) —267(1 — Tg? dy)|w =0. 
Eine Lösung dieser Gleichung ist für @ = 0 leicht anzugeben. 
Sie lautet 
(34) w = sr bzw. &(y) = zw = 


Da diese Lösung ohne Unstetigkeit in der ganzen Ebene gilt, 
so ist es in Analogie mit dem, was wir bei dem ersten Beispiel 
sahen, die Lösung, welche einer verschwindend kleinen An- 
fangsstörung entspricht, also die Grenze der Stabilität bzw. 
das indifferente Gleichgewicht darstellt. Die Kurven für w/W 
und £/2«W, die dieser Lösung entsprechen, sind in Fig. 5 
und 6 wiedergegeben. 

In einer von den zitierten Arbeiten untersucht Lord Ray- 
leigh auch die Stabilität solcher Übergangsgebieie der Ge- 
schwindigkeit gegen Rn Störungen. Er stellt das 
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W. Lange. Wirbel in scherenden Flüssigkeitsströmungen 
Geschwindigkeitsprofil mit Hilfe von geraden Linien stiickweise — GE 
dar und erhält einen indifferenten Gleichgewichtszustand er ¥ 
ein gewisses Verhältnis der Breite des Ubergangsstreifens zur 
Wellenlänge der Störung. In Fig. 4 ist unser Profil für ¢ = BE x 
= 


Fig. 5. Fig. 6. 
Störungsgeschwindigkeit w (y) Rotationsverteilung &(y) bei 
bei indifferentem Gleichgewicht indifferentem Gleichgewicht 
und zeitliche Anderung von w und zeitliche Anderung von 
infolge der Zähigkeit für das & infolge der Zähigkeit für 

zweite Beispiel das zweite Beispiel 


sowie zum Vergleich das entsprechende nach Rayleigh ge- 
zeichnet. Man sieht, daß die beiden auf ganz verschiedenen 


Nur ist in diesem Falle #”/@# nicht konstant. Dadurch wird 
die Rechnung erheblich erschwert. Es erübrigt sich jedoch ur ; 
die Durchführung derselben, da wir die wesentlichen Erkennt- 
nisse bereits bei dem ersten Beispiel gewonnen haben. In ier 


Hauptsache interessieren wir uns doch nur für die Grenze der u 


Stabilität, deren Bedingung wir in Gl. (34) bereits besitzen. 


II. Einfluß der Zähigkeit 

Bisher hatten wir vollständig reibungsfreie Flüssigkeit bei 
unseren Rechnungen vorausgesetzt. Wir wollen nun zusehen, 
was eine geringe Zähigkeit an den Ergebnissen ändert. Dabei 
soll die Zähigkeit als so klein angenommen werden, daß die 
von ihr bewirkten Änderungen der Störungsbewegungen klein 
sind gegenüber den Störungsbewegungen ohne Zähigheit. Wir 
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können dann die ohne Zähigkeit gefundenen Verhältnisse in 
erster Näherung als gegeben hinnehmen und von ihnen aus- 
gehend die Einflüsse der Zähigkeit berechnen. 

Für die Beurteilung des Einflusses der Zähigkeit können 
wir zwei Wege einschlagen. Bei dem ersten gehen wir von 
der als indifferentes Gleichgewicht ohne Zähigkeit gefundenen 
Störungsbewegung aus und verfolgen die zeitliche Änderung 
derselben infolge der Zähigkeit (d.h. wir sehen zu, ob An- 
fachen oder Abklingen der Störung erfolgt). Bei dem zweiten 
fragen wir uns, ob es eine Störungsbewegung gibt, die mit Be- 
rücksichtigung der Zähigkeitseinflüsse im indifferenten Gleich- 
gewicht ist. Natürlich wirkt die Zähigkeit auch auf die Haupt- 
strömung @(y) ein und würde diese mit der Zeit verändern. 
Wir wollen aber voraussetzen, daß die Hauptströmung durch 
äußere Kräfte z. B. durch Druckgefälle trotz der Zähigkeits- 
wirkung in ihrer Form künstlich aufrechterhalten wird, so daß 
also die Zähigkeitseinflüsse hierauf wegfallen. 


a) Zeitliche Änderung 


Die Wirkung der Zähigkeit äußert sich in der Weise, daß 
für ein bestimmtes Flüssigkeitsteilchen eine zeitliche Anderung 
der Drehung eintritt: Höfe): 
€ d£ 
(35) dt ae 
wobei » die kinematische Zähigkeit der Flüssigkeit ist. Die 
zeitliche Änderung von £ an irgendeiner Stelle ist demnach 


(36) 


= 


_ 
Ox 
Gehen wir von dem indifferenten Gleichgewichtszustand ohne 
Zähigkeit aus, so ist 


4 


also 
(37) 


In unserem ersten Beispiel ist bei indifferentem Gleichgewicht 
(@ = 8) nach Gl. (25) 
tC=&(y)cosax=aW cosez. 
c= §(y) 
1) H. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, übers. v. Friedel, 
bner, Leipzig u. Berlin 1907. S. 667. 


as 


Damit wird: ni 


4¢=— cos az, 


Teu 


also 
(38) 
Die 
sonst 
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füller 
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die F 
(39) 
oder 


Die 
ganze 


also 
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also at 


Die Änderung von £ ist überall proportional 
sonst vom Ort unabhängig. Es werden daher die Störungs- 
geschwindigkeiten überall im gleichen Verhältnis geändert, er- 
füllen also auch nach der Änderung die Gleichgewichts- 
bedingung der Strömung ohne Zihigkeit. Wir können daher 
die Rechnung zeitlich fortsetzen und erhalten ; 
oder 
w(t) = 

Die Störung klingt also unter dem Einfluß der Zähigkeit im 
ganzen Gebiet gleichmäßig exponentiell ab. 
Beim zweiten Beispiel ist (für @ = Ö) 


| [GL (34)] 


W 2 3502 
=— 2a 3Tg’ ay), 


=— — ay)-¢ 
— = — 4va?(1 — 8 w(y). 


Hier ist die Anderung von ¢ bzw. w nicht mehr einfach pro- eu 
portional ¢ bzw. w selbst, sondern hängt außerdem noch — 
von y ab. 


In den Figg. 6 und 7 ist außer dem Verlauf von Se 
& y) 


w 

w ud 
für das ungestörte Gleichgewicht auch die zeitliche Änderung . ka” 
dieser Größen 

W Ot 4va® Ot 2aW 
aufgetragen. Man sieht hieraus, daß w bzw. &(y) in dem 
mittleren Gebiete um y = 0 herum abnehmen, in den äußeren 
Gebieten im positiven und negativen Bereiche von y zunehmen, 
so daß sich die ursprünglichen Kurven für w und & abflachen. 
Nach dieser Veränderung der w- bzw. &-Verteilung ist nun aber 


geworden. Als nächster Schritt wäre jetzt der Einfluß dieses 
Umstandes zu betrachten. Er hat eine Phasenverschiebung in 


| 


= 
. 
we 
[rn 
ung 
(40) 
Die 
h 
x 
} 
X 
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x-Richtung zur Folge. Wir wollen jedoch die Weiterverfolgung 
in dieser Richtung zunächst abbrechen, da wir ohnehin im 
nächsten Kapitel die Wirkung solcher Störungen behandeln 
müssen. 

b) Stationärer Zustand 
Wir betreten jetzt den zweiten Weg und versuchen, ob 
ae wir es erreichen können, daß 


wird. Da mit ¢ phasengleich ist, dagegen und 


im 


HR in der Phase um 90° gegen £ verschoben, so kann 


allgemeinen weder mit £ in Phase noch um 90° Paes. ver- 
schoben sein, sondern muß in der Phase irgendwie dazwischen 
liegen. Wir müssen daher von vornherein erwarten, daß » 
jetzt die Form 

(42) v= w(y) sin at + x(y) cos 

annimmt. 

Mit diesem Ansatz erhält man aus der obigen Gleich- 
gewichtsbedingung zwei Differentialgleichungen in w und x, 
welche lauten: 
— aw)— ai’ w= v(x — 2a*x" + ax), 
ai — ax) — ai’ =—v(w’ — 2e?w" + 
Für »=0 geht die erste dieser beiden Gleichungen in die 
bisher benutzte Gleichgewichtsbedingung [GI.(18)] über. Die 
zweite ergibt dann für « eine damit übereinstimmende Glei- 
chung. D.h. wir können zu der Lösung für w noch eine bis 
auf einen konstanten Faktor gleiche, um 90° verschobene 
a hinzufügen, oder mit anderen Worten, die Lösung für w auf 
der X-Achse beliebig verschieben. Dies ist ohne weiteres 

verständlich, da wir ja keine Ausgangsstörung voraussetzen, 
und damit die Lage des Koordinatenanfangspunktes auf der 

2 Achse ganz willkürlich ist. Wir beschränkten daher die 

Lösung nicht, indem wir x = 0 setzten. 
> Ist » +0, wenn auch sehr klein, so ergibt die zweite 
Gleichung eine zusätzliche Lösung für x, die von der Größen- 
ordnung von » ist. 


Fiir unser erstes Beispiel on 
a=Usinay w=cont=W 
erhalten wir so 
(4) (« + aU sinay R* sin wy 


Zahl 
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= = R* haben wir hierbei als charakteristische Reynoldssche 
‚deln Zahl eingeführt. Da für unseren Gleichgewichtszustand, von 
dem wir ausgehen 


-1 


, ob 
ist, behält man nur 
(45) sim ay 
st Die Lösung hierzu lautet: 
r 
W i 
ver- Die Konstante c, würde eine gleichmäßige Bas 


chen verschiebung der ganzen Bewegung bedeuten. Sie drückt 
Bo of daher nur die Freiheit in der Wahl 
des Koordinatennullpunktes aus (vgl. 0.) 2 | 
und kann daher gleich Null gesetzt 


werden. Die Lösungen mit c, + 0 dürften 
ich- # zwar physikalischen Sinn haben, doch 4 
1 x,— ist schwer vorstellbar, unter welchen my 
5 Voraussetzungen sie entstehen können. { 


Wir wollen daher auf diese nicht näher 7% 
eingehen und nur die Lösungen be- 
trachten, bei denen c,=0 ist. Die 


Lösung lautet demnach r 
1e 4 = 

bis R 1+cosay > 
yene Der Verlauf dieser Funktion ist in Fig. 7 


auf § dargestellt. Die Werte für y= 0 sind Fig. 7. 
eres § hier wie auch früher nicht maßgeblich, ee x 
. P er Störung bei indiffe- 
zen, $ da dort die ganz zu Beginn gemachte „entem Gleichgewicht 
der # Vernachlässigung der Quadrate der Stö- mit Zähigkeit für das 
die # rungsgeschwindigkeiten nicht zulässig ist, erste Beispiel 
da auch die Hauptströmungsgeschwindig- 
-eite keit dort gegen Null geht. Die Werte x erhält man am besten aus 
ßen- § der zweimaligen Integration der Reihenentwicklung von x” von 
y=0 aus. Dabei ist zu verlangen, daß x = 0 für y = 0 und ferner, 


daß fir ay == x =0 sein soll, da dort ja aus Symmetrie- 


gründen das Maximum von x liegen muß. Für zESeySn 


erhält man x durch Spiegelung der Kurve für Osay =; . 


| 
| 
| 
; 
} 
Er. 
7: 
Ww). 
3 
- 
= 
7 4 
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Aus dem Verlauf von x ergibt sich, daB die Phasen- 
_ verschiebung der Wirbel dem Sinn der Drehung der Haupt- 
 strömung entgegengesetzt ist. Wir hatten zuerst ohne Phasen- 
_ verschiebung ein Abklingen der Störungen erhalten; jetzt ergab 
sich, daß bei einer bestimmten Phasenverschiebung das Ab- 
klingen aufgehoben wird. Wegen der Linearität aller Einflüsse 
können wir nun ohne weitere Rechnung sagen, daß bei einer 
 Phasenverschiebung, die kleiner ist als die errechnete, durch 
die Zähigkeit ein Abklingen, bei größeren Phasenverschiebungen 
ein Anfachen der Störungen erfolgt. Dieses Ergebnis stimmt 
mit dem von H. A. Lorentz!) aus Energiebetrachtungen ge- 
fundenen überein, wonach eine Phasenverschiebung der Wirbel 
im gleichen Sinne, wie wir sie fanden (also entgegengesetzt 


mit sich bringt. 


Entsprechend verläuft die Rechnung für das zweite 
Beispiel 
a=URgey. = 
Es wird 
x" + — 2 Tg? ay)x=— Wak 


ay + ay}. 
i aa ergibt sich als Lösung 


f In Tg ay d(en) 
3 Sin 


+ Torey + Gin ay ln Tg wy}. 


om Integrationskonstanten sind aus den Bedingungen y= 
= 0 und y—> 00, x —-> 0 bestimmt worden. Der 
litative Verlaut der Funktion x ist nach den früheren Über- 
legungen nicht schwer zu bestimmen. Für y= 0 wechselt x 
sein Vorzeichen. Im Unendlichen verschwindet die rechte 
Seite von Gl. (47) und die Lösung der verbleibenden homogenen 
Gleichung verhält sich wie + e=«v (bzw. wie — e+ ev für y<0). 
Für y=0 hat die rechte Seite einen Pol erster Ordnung. 
Die Funktion x hat dort eine Steigung, die wie In «y nach a 
geht und wird selbst = 0. Für die Nähe von «y= 0 haben 
wir hier dasselbe Ergebnis wie in Beispiel 1, da sich ja dort 

die u ziemlich ähnlich verhalten (Fig. 8). 


| 


1) H. A. Lorentz, Abhandlungen über theoretische Physik. Bd. I. 
S. 43ff. Teubner m. 
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Man könnte nun mit den gefundenen Werten für x als 
zweite Näherung aus der ersten Gl. (43) eine Änderung in w 
berechnen. Da diese aber den Faktor »? enthalten würde, ist 
sie bei genügend kleiner Zähigkeit zu ver- 
nachlässigen. 


II. Einfluß einer kleinen Abweichung 
von den Gleichgewichtsbedingungen 
Zum Schluß wollen wir nun noch 
untersuchen, was geschieht, wenn die für __ 
das indifferente Gleichgewicht gefundenen 
Bedingungen nicht genau erfüllt sind, d.h. 2 
wenn # + a bzw. ö+« ist. 


a) Ohne Beriicksichtigung des 
der Zähigkeit 


Wir haben eine zeitliche u 


der Wirbelstärke an dem betrachteten Orte 


zu erwarten, die nach früher Gesagtem Er} 

(Gl. (13)] lautet: Fig. 
’ der Stérung bei in- 


wobei wie früher quadratische Glieder der m. Zahl 


Störungsgeschwindigkeiten vernachlässigt für das zweite Beispiel 
werden. Da O&/öxz und v gegenüber & | 
um 90° phasenverschoben sind, wird die zeitliche Änderung 0 ¢/0 t 
von £ zunächst auf dieses eine phasenverschiebende Wirkung 
haben. Wir berücksichtigen, das im voraus, indem wir auch 
hier den erweiterten Ansatz [Gl. (42)] benutzen. 


und 


Da wir nur Nachbarlösungen zu unserer Gleichgewichtslösung 
betrachten, ist << w anzunehmen. Durch Einsetzen des An- 
satzes für £ in Gl. (13) und Trennung der jeweils phasen- 
gleichen Glieder ergibt sich 


| —a?x) =— aia lu” _ G + wh 


(49) 


— aw) = ai (a? + ~ 
Ausgehend von der Lösung, die wir für «= ß bzw. a = 0 für 
w bekommen hatten, erhalten wir zunächst aus der ersten der 


Gl. (49) einen Wert von 0x/0Ot für 8+ a, aber kleine G—e. 
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Mit diesem Ox/Ot erhält man dann aus der zweiten der 
Gl. (49) einen Wert 0? w/0 t® und kann so sukzessive fortfahren. 
Für unser erstes Beispiel (u = U sin @ y) erhalten wir 


(50) — = — sin By (6? — 


(Differentiation nach der Zeit mit einem Punkt bezeichnet), 
woraus wir erhalten 


oder für kleine # — « 
(51a) z= UW(8—a)sin Ay. 


Durch Einsetzen von % in die zweite G1. (49) nach Differentiation 
nach der Zeit erhalten wir 


5 Paw cos 28 y} 
oder 

(52a) um. «(8 — a){1— = cos 2Byl- 


Wir erhalten also, wie wir sehen, zunächst eine Phasen- 
verschiebung, die an jeder Stelle proportional mit der Haupt- 
strömungsgeschwindigkeit @ ist. Störungen größerer Wellen- 
längen 8 > «, erleiden eine Verschiebung gegen die Strömungs- 
richtung, die kleinerer Wellenlänge umgekehrt. 

Dieselbe Betrachtung für unser zweites Beispiel erfordert 
etwas umständlichere Rechnung. Die [Gl]. (50)] entsprechende 
Differentialgleichung für % lautet: 


(53) %=— a U( 


Iq by 
W- Coj dy 


Die rohe Betrachtung „zeigt, daß im Unendlichen die Lösung 
nach <=+«U Fe „Werösv strebt. Für kleine (dy) ist % 


proportional — (ay). aie bekommt also einen Verlauf wie in 
Fig. 9. Die formale Lösung lautet: 


(59 &= 1) W{ Cojf dy — Sin dy In 2 Gof dy} 
oder 
(54a) & 


2aU -W (2 —1){dy Gof dy — Gin dyin 2Gof dy}. 


Physikalisch ist über dieses Ergebnis nichts wesentlich anderes 
zu sagen als beim ersten Beispiel. Das Abklingen im Un- 
endlichen rührt von dem asymptotischen Verhalten von wi 
und &(y) her. 
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Mit % errechnet sich entsprechend wie im ersten Bei- 
spiel # aus der Differentialgleichung 
io” — = UP W — 120 
(55) dy 
— 2 Bq dy In 2 Gof dy — Tq dy}. 
Wie man aus der Differentialgleichung sieht, ist © für d>« 
stets positiv, was nach dem Ergebnis des ersten Beispiels 
auch zu erwarten war. Im Unendlichen geht es gegen Null. 


01 02 


Fig. 9. Zeitliche Änderung Fig. 10. Zeitliche Änderung für die 
der Phasenverschiebung Störungsgeschwindigkeit w (y) bei 
der Störungen bei Abweichung von Abweichung von indirektem Gleich- 
indifferentem Gleichgewicht ohne gewicht ohne Zähigkeit für das 
Zähigkeit für das zweite Beispiel zweite Beispiel 


In der Nähe von Null verhält es sich wie (dy)? + const 
(vgl. Fig. 10). 
Der formale Ausdruck lautet 


= «U?W & 1) oy 
; by 


(56) — (by 4 [In 
0 
| — Gof dy — (In 2 Gof dy)? + 0,3552] }. 


Aus diesen fiir die beiden Beispiele gerechneten Werten läßt 
sich nun der Anfang einer Reihenentwicklung bilden, die die 
Weiterentwicklung des Geschwindigkeitsfeldes oder des Wirbel- 
feldes darstellt, die durch die Störungswellen hervorgerufen 
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wird, deren Wellenlänge größer oder kleiner ist als die, bei 
der wir im Anfang einen indifferenten Gleichgewichtszustand 
erhielten. Und zwar lautet die Reihenentwicklung in den 
Quergeschwindigkeiten 


v= w|sin wa (14 + + + cos aa]. 


Eine Weiterfiihrung der Reihen nach der angegebenen Methode 
hat aber nicht viel Wert, da sich unsere Ableitungen ja auf 
kleine Abweichungen von "den Gleichgewichtsverhältuissen be- 
schränken, und mit wachsender Zeit die Abweichungen doch 
zu groß werden, so daß die Voraussetzungen nicht mehr 
zutreffen. 

Wenn wir den Phasenverschiebungswinkel 


x 
arctg = 
einführen, so ist für kleine x/w bzw. kleine 8 — a 
x 
Andererseits kann man y/a@t als Wanderungsgeschwindigkeit 
der Störungswelle bezeichnen. Man erhält dann diese 
Wanderungsgeschwindigkeit 
oder, da für kleine t: #-t=x ren ot 
aw 


Für unser erstes Beispiel ist 
(57) c= U(£—-1)singy =a 


Im Falle = a@ ist c= 0, d.h. die Störungswellen verändern 
ihre anfängliche Lage nicht. Wir haben stationäre Verhält- 
nisse, was wir ja zur Voraussetzung unseres zuerst behandelten 
Gleichgewichtszustandes gemacht hatten, wobei wir damals als 
Bedingung # = « erhielten. Der entsprechende Ausdruck für 
das zweite Beispiel gibt nicht eine so einfache Beziehung, 
doch ist das Ergebnis c=0 für «= natürlich sofort 
ersichtlich. 


b) Gleichzeitiger Einfluß der Zähigkeit 
Die Ergebnisse des vorigen Abschnittes in Verbindung 
mit dem im zweiten Kapitel behandelten Einfluß der Zähig- 


keit geben vielleicht einen Anhalt über den Vorgang bei 
Unstabilwerden. 
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W. Lange. 


bei 
and 
den 


Wir erhielten im zweiten Kapitel das Ergebnis, daß die 
Zähigkeit die Störung anfacht, wenn die Phasenverschiebung 
der Störung entgegen der Stromrichtung ein gewisses Maß 
überschreitet. Nun erhielten wir jetzt solche Phasenverschiebung 
bei gewissen Abweichungen von den Gleichgewichtsbedingungen, 
welche mit der Zeit anwachsen. Man kann sich nun den 


ode Vorgang etwa so vorstellen, daß diese Phasenverschiebungen 
auf soweit anwachsen, daß die Grenze, unterhalb welcher die 
be- Zähigkeit dämpfend wirkt, überschritten wird, so daß jetzt die 
och Zähigkeit die Amplituden der Störung vergrößert. 

ehr Ist die ursprüngliche Abweichung von der Gleichgewichts- 


bedingung nicht groß, so kann der Fall eintreten, daß es zu 
lange dauert, bis die Phasenverschiebung, bei der die Zähig- 
keit anfängt anfachend zu wirken, erreicht wird, so daß der 
dämpfende Einfluß der Zähigkeit hinreichend Zeit hat, die 
Amplitude der Störung zu verkleinern. Dann wird unter Um- 
ständen die Phasenverschiebung, bei der Anfachung eintritt, 
gar nicht erreicht. Es ist daher verständlich, daß zu einer 
anfachenden Auswirkung eine Abweichung von hinreichender 


we Größe nötig ist. Eine quantitative Verfolgung dieses Gedankens 
stößt deshalb auf Schwierigkeiten, weil die durch die Abweichung 
vom Gleichgewichtszustand entstehende Phasenverschiebung 
nicht die gleiche Gestalt hat, wie die Phasenverschiebung, 
welche die Grenze zwischen Dämpfung und Anfachung durch 
die Zähigkeit bildet. 
Zusammenfassung 
Die vorliegende Arbeit sollte an Hand zweier Beispiele 
eine anschauliche Vorstellung von den Vorgiingen vermitteln, 
die an der Grenze der Stabilität einer Flüssigkeitsströmung 
rn eine Rolle spielen. Wir gingen deshalb von dem einfachsten 
lt- Fall eines indifferenten Gleichgewichtes ohne Zähigkeit aus. 
en Dann betrachteten wir die Abweichungen hiervon, die mit der 
als Zeit unter Wirkung der Zähigkeit eintreten, sowie die Be- 
‘ir dingung, unter der trotz Zähigkeitswirkung ein Gleichgewichts- 
ng, zustand vorhanden ist. Im folgenden Kapitel wurde dann der 
ort KinfluB von Abweichungen vom Gleichgewichtszustand ohne 
Zähigkeit erläutert und unter Verwertung der Ergebnisse mit 
Zähigkeit versucht, ein qualitatives Bild des Zusammenwirkens 
dieser beiden Faktoren zu geben. 
ng 
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Biber die Zerstreuung 
von schnellen Kathodenstrahlen in Einkristallen 
Von Fritz Kirchner 


(Mit 7 Figuren) 


j Wenn ein fein ausgeblendeter Elektronenstrahl, etwa von 
50 kV, durch eine sehr dünne Materieschicht (z. B. ein Kristall- 
pulveraggregat oder einen Einkristall von einer Dicke von 
10-7—105 cm) hindurchtritt, dann erleidet er infolge der 
Beeinflussung durch die elektrischen Ladungen bzw. durch 
die Felder im Innern der Schicht gewisse Veränderungen. 
Diese Veränderungen bestehen, wie wir heute wissen, im we- 
sentlichen in einer Zerstreuung '), während diejenige Schwächung 
des Strahls, die man in Analogie zu den Verhältnissen bei den 
Röntgenstrahlen als „wahre Absorption“ bezeichnen kann und 
die zu einer Umwandlung der kinetischen Elektronenenergie in 
andere Energieformen (z. B. Strahlungsenergie oder Anregungs- 
bzw. Ionisierungsenergie) führt, zahlenmäßig nur eine unter- 
geordnete Rolle gegenüber der Streuung spielt. 
Setzen wir in üblicher Weise die Intensität Ei 
I = 1], 
(wobei I, die Anfangsintensität, d die durchlaufene Schicht- 
dicke und u den Schwächungskoeffizienten bedeuten), und 
trennen wir durch 
die totale Schwächung in Zerstreuung (o) und wahre Absorp- 
tion (r), so liefert uns also eine Schwächungsmessung hier in 
erster Linie und mit ziemlich großer Annäherung die Größe 
o— im Gegensatz zu den Verhältnissen bei Röntgenabsorp- 
tionsmessungen, wo im allgemeinen die wahre Absorption die 
Schwächung durch Zerstreuung überwiegt. 
Über einige Versuchsreihen von Schwächungsmessungen 


an Elektronenstrahlen soll im folgenden berichtet werden); 
diese Messungen beziehen sich in erster Linie auf Einkristalle, | 
weil hier am ehesten Aufschluß über die Natur der Schwächung 
durch Zerstreuung erwartet werden kann. 


1) Einschließlich der geordneten Zerstreuung (vgl. S. 43). 
2) Bei den älteren Schwächungsmessungen sind die Kristallinter- 
ferenzen nicht berücksichtigt. 
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F. Kirchner. Zerstreuung von schnellen Kathodenstrahlen usw. 


Experimentelles 

Zu den Messungen wurde die früher schon beschriebene!) 
Apparatur benutzt. Die Intensität des durch zwei runde 
Diaphragmen von 0,15 bzw. 0,1 mm Durchmesser im Abstand 
16 cm ausgeblendeten Kathodenstrahls wurde mittels Auffänger 
und Einfadenelektrometer gemessen. Der Auffänger hatte 
eine vordere kreisförmige Öffnung von 3,15 mm Durchmesser; 
sein Abstand vom durchstrahlten Präparat betrug 20 cm. Die 
verwendeten Röhrenspannungen lagen zwischen 25 und 60kV; 
der Gesamtstrom in der Kathodenstrahlröhre wurde aus Rück- 
sicht auf die Spannungsschwankungen der Hochspannungs- 
anlage (vgl. I, S. 745) kleiner als 0,5 mA gehalten. Der in den 
Auffänger eintretende Elektronenstrom war normalerweise 
von der Größenordnung 10-1! Amp.; zu seiner Messung ge- 
nügte eine mäßige Elektrometerempfindlichkeit (etwa 1 Volt 
pro Skalenteil). Die Aufladungszeit des Elektrometers wurde 
mit der Stoppuhr gemessen; in dem verwendeten Meßbereich 
(30 Skt.) war der Elektrometerausschlag fast genau propor- 
tional der angelegten Spannung. 

Wie zu erwarten war, erwies sich der Elektrometeraus- 
schlag bei konstanter Röhrenspannung stets als proportional 
der mit dem Milliamperemeter gemessenen Stromstärke in der 
Entladungsréhre. Wenn kein Kristall in den Strahlengang 
gebracht war, d.h. wenn der ausgeblendete Kathodenstrahl 
ungeschwächt in den Auffänger eintreten konnte, war im Be- 
reich von 40—60 kV der Elektrometerausschlag bei konstanter 
Röhrenstromstärke auch unabhängig von der Röhrenspannung. 
Bei niedrigen Röhrenspannungen nahm aber die Intensität des 
ausgeblendeten Strahls cet. par. merklich ab, was wohl durch 
eine Verbreiterung des Gesamtstrahls infolge der Änderung 
der Feldverhiltnisse verursacht war; infolgedessen mußte in 
diesem Bereich bei Spannungsänderungen auch die Intensität 
des ungeschwächten Primärstrahls als Funktion der Spannung 
ermittelt werden, wenn der am Milliamperemeter gemessene 
Gesamtstrom als Maß für die Strahlintensität dienen sollte. 

Daß die Divergenz des ausgeblendeten, ungeschwächten 
Strahlenbündels wesentlich geringer ist, als die verwendete 
Öffnung (3,15 mm) des Auffängers, kann man schon aus den 
früher reproduzierten photographischen Interferenzbildern 
(I, Figg. 3, 6 und 7) sehen. Zur quantitativen Erfassung der 
tatsächlichen Breite des primären Bündels wurde nun der Auf- 
fänger mittels einer mit Kreisteilung versehenen Schrauben- 


1) F. Kirchner, Ann. d. Phys. [5] 11. S. 741. 1931 (als „I“ zitiert). 
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mutter (vgl. I, S. 745) in sehr kleinen Schritten (0,05 mm) in 
ein senkrechter Richtung verschoben. Das Ergebnis der Messungen 
ag zeigt die Fig. 1. Solange noch das ganze primäre Bündel in 
cr den Auffänger eintritt, bleibt der Elektrometerausschlag kon- 

stant, nach beiden Seiten fällt der Elektrometerausschlag steil 
ab. Die Breite des Abfalls liefert uns den gesuchten Auf- 
schluß über die Breite des Primirstrahls. Der in den Auf- 
fänger eintretende Strom sinkt bei einer Verschiebung des 


30 Ik xX 
= 
{LX 
+ & 
D 
40 \ z 
Z\\ 
207 
0 02 04 06mm 26 28 30 32 0 02 04 G6 7 12 14 16mm 
Fig. 1. Fig. 2. 
Elektrometrische Messung AR ae Breite des Primiirstrahls: 
der Breite des Primiirstrahls I: ohne Kristall 
(~ 0,4 mm) «TI: nach Durchgang durch 
2-10" em Kollodium- 
Auffangers um 0,4—0,5 mm von häutchen, 
Er seinem Maximalwert auf !/,,, dieses III: nach Durchgang durch 


Wertes herunter. Die hieraus sich 

ergebende Breite des primären Bündels (0,4 mm) stimmt mit 

der schon aus der geometrischen Anordnung der Blenden zu 

erwartenden Winkelbreite überein; damit ist gezeigt, daß in 

der Apparatur keine unerwünschte Verbreiterung des zur Messung 

PR benutzten Strahlenbündels durch irgendwelche Störungen auf- 


getreten ist. 
SEE Die Breite des Strahlenbündels ändert sich auch nicht 
. . . 
Br wesentlich, wenn man ein Kristallpräparat von extrem geringer 


Schichtdicke in den Strahlengang bringt, wie man aus einem 
Vergleich der Kurven I (ungeschwächter Primärstrahl) und II 
(nach Durchgang durch ein 2.1077 cm dickes Kollodium- 
ex häutchen) in Fig. 2 sieht. Erst bei größeren Schichtdicken 
bewirkt die starke diffuse Zerstreuung in der unmittelbaren 
Umgebung des geschwächten Primärbündels eine beträchtliche 
Abflachung der Intensitätskurve (Kurve III, Fig. 2: nach 
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Durchgang durch ein 1,3-10~-5 cm dickes Glimmerhäutchen). 
Zu der Fig. 2 sei noch bemerkt, daß natürlich die Ordinaten- 
maßstäbe für die drei Kurven verschieden sind, da ja die 
Maximalintensität mit zunehmender Schichtdicke des eingeschal- 
teten Kristallpräparats beträchtlich abnimmt (vgl. hierzu S. 44). 

Um nun bei Schwächungsmessungen zu definierten Resul- 
taten zu kommen, müssen zunächst die verschiedenen Faktoren 
ermittelt werden, die einen merklichen Einfluß auf die Schwä- 
chung haben. Die klassischen Untersuchungen Lenards über 
die Schwächung der Kathodenstrahlen beim Durchgang durch 
(dickere) Materieschichten haben bekanntlich zu dem Resultat 
geführt, daß der (von Lenard eingeführte) Massenabsorptions- 
koeffizient y/o unabhängig von der Natur der Materieschicht 
ist und nur von der Geschwindigkeit der Kathodenstrahlen 
abhängt. Die neueren Erfahrungen über die Interferenzen 
der Kathodenstrahlen in Kristallgittern legen aber die folgende 
Vermutung nahe. Die Schwächung der Kathodenstrahlen in 
dünnen Schichten kann nicht mehr einfach massenproportional 
sein, sondern muß zunächst von der Orientierung des zer- 


streuenden Kristallgitters, bzw. bei Kristallpulvern von der 


Größe, Gestalt und Orientierung der einzelnen Kristallite ab- 
hängen — vorausgesetzt nämlich, daß die zu messende Ge- 
samtschwächung zu einem beträchtlichen Teil durch die Inter- 
ferenzstreuung im Kristallgitter verursacht ist. Die letztere 
Voraussetzung ist nun tatsächlich erfüllt, wie wir aus einer 
Reihe von Schwächungsmessungen an einem Glimmerkristall 
sehen werden. 


Abhängigkeit der Schwächung von der Orientierung des Kristalls; 
Extinktion 

Wenn man ein dünnes Glimmerhäutchen, das sich im 
Strahlengang befindet, um eine senkrecht zur Strahlrichtung 
liegende Achse langsam dreht, kann man bei einiger Auf- 
merksamkeit schon in visueller Beobachtung auf dem Leucht- 
schirm bemerken, daß die Intensität des Primärbündels 
bei Änderung der Kristallstellung ziemlich beträchtliche 
Schwankungen aufweist. Zur genauen Festlegung der Kri- 
stallstellung wurde am drehbaren Häutchenträger ein Zeiger 
befestigt, der den Neigungswinkel an einer Skala abzulesen 
gestattete. Die elektrometrische Intensitätsmessung ergab das 
in Fig. 3 dargestellte Resultat; der verwendete Glimmer- 
kristall hatte eine Dicke von 1,3-10”5 cm. Die Intensitäts- 
schwankungen erfolgen periodisch; der Abstand der einzelnen 
Minima voneinander beträgt etwa 61/,—7°. Um den doppelten 
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Winkel muß man nun aber das Raumgitter des Glimmerkristalls 
(Kantenlängen des Elementarbereichs; a = 5,17 AE; b = 8,95 AE; 
elas c = 20,05 AE) um die b-Achse 

_ drehen, um nacheinander je 
zwei Netzebenen mit kon- 
stantem h, und h, und um 1 
verschiedenem h, in diegleiche 
Stellung (also z. B. in Re- 
flexionsstellung) zu bringen.!) 
Die Ursache für die 
Schwankungen bildet also ein 
Extinktionseffekt, d. h. die 

2’ 0 0 © 20 Schwächung des Kathoden- 
Fig. 3. Durchlässigkeit eines Glimmer- strahlsdurch Kristallreflexion. 
x Wie man aus der Figur sieht, 
stellung (= 0,053 AE). Ordinate 100 1St die Extinktion hier ziem- 
bedeutet 4,5 ’Proz. Durchlissigkeit lich beträchtlich; die Inten- 

sitätsschw ankungen betragen 
etwa 30 Proz. des maximalen Wertes. Ihren größten Wert er- 
reicht die Extinktion, oder mit anderen Worten: die geringste 
Durchlässigkeit besitzt der Glimmerkristall ofienbar dann, 
wenn man nicht nur eine Netzebenenschar in Reflexions- 
stellung bringt, sondern wenn darüber hinaus eine Punkt- 
reihe des Kristallgitters (z. B. die c-Achse) parallel zur Strahl- 
richtung liegt. In diesem Falle befinden sich nämlich wegen 
der großen "Ausdehnung des zentralen Hauptmaximums der 
Interferenzfunktion (vgl. S. 50) mehrere der am stärksten 
reflektierenden Netzebenen mit niedrigen Indizes in „Re- 
tlexionsstellung“. 

Im Falle der Messungen von Fig. 3 lag die c-Achse nicht 
genau in der zur Drehachse senkrechten Ebene; dies ist 
offenbar der Grund dafür, daß sich zwischen die eben er- 
läuterten Minima noch je ein zweites, ebenso ausgeprägtes 
Minimum geschoben hat. Die Ursache für dieses zweite Mini- 
mum war die folgende: Genau in der Mitte zwischen solchen 
Stellungen, in denen z. B. die Netzebenen h,=1, h,=1; 


1) Wenn man den Kristall um eine Achse senkrecht zur a c-Ebene 
dreht, kann man übrigens die gleiche Periode auch am Leuchtschirm 
mit Hilfe der ,,Zonenkreise“ leicht feststellen. Sie tritt nämlich dann 
als Winkelabstand derjenigen Kristallstellungen auf, in denen der 
Zonenkreis symmetrisch um den Durchstoßpunkt liegt, d.h. in denen 
eine Punktreihe des Raumgitters parallel zum Strahl liegt. (Mit zuneh- 
mender Neigung des Kristalls nimmt natürlich der Winkelabstand 
solcher entsprechenden Stellungen u 
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h,=—1, h,=— 1 maximal reflektieren, traten, wie man sich 
am Leuchtschirm überzeugen konnte, eine ganze Anzahl von 
Reflexionen mit h,=2 und gleichzeitig h,=—2 mit ver- 
schiedenen h, in maximaler Intensität auf. 

Ein Glimmerkristall von 1,7-10-5 cm Dicke zeigte bei 
günstigster Kristallorientierung eine Durchlässigkeit für den 
unabgelenkten Primärstrahl von 4 Proz.; wenn aber die c-Achse 
exakt parallel zur Strahlrichtung orientiert wurde, sank die 
Durchlässigkeit des gleichen Kristalls auf 2 Proz. herab. Bei 
noch größeren Kristalldicken sind die Intensitätsschwankungen 
im Durchstoßpunkt noch größer, wie bei Beobachtung am 
Leuchtschirm festgestellt w urde. Wenn man nun beachtet, daß 
wegen der hier vorliegenden besonderen optischen Bedingungen 
auch in der Stellung der größten Durchlässigkeit stets eine 
größere Zahl von Netzebenenscharen sich „in Reflexionsstellung“ 
befindet"), daß also der hier beobachtete Effekt gewissermaßen 
nur die Differenz zwischen den stärkeren und schwächeren 
Extinktionen darstellt, so kommt man zu dem Schluß, daß die 
Interferenzstreuung bei der Schwächung des Primärstrahls 
nicht nur beträchtlich mitwirken, sondern sogar eine ausschlag- 
gebende Rolle spielen muß. 


Durchlässigkeit verschieden dicker Schichten ar 


Zu einer genauen Messung der Abhängigkeit der Durch- 
lässigkeit von der Schichtdicke von Einkristallen müßte man 
nach den obigen Ergebnissen die verschiedenen Kristalle in 
exakt gleiche Orientierung bringen. Da dies aber wegen der 
schwer kontrollierbaren und kaum zu vermeidenden Verwerfungen 
(Verbiegungen um wenige Grad können schon empfindlich stören!) 
gerade der dünnsten Kristallhäutchen nur sehr schwer zu er- 
reichen ist, habe ich mich mit einigen orientierenden Messungen 
begnügt. Die verwendete Röhrenspannung betrug 50 kV; das 
Resultat der Messungen ist in Fig. 4 aufgetragen. Wie zu er- 
warten war, nimmt die Durchlässigkeit für den unabgelenkten 
Primärstrahl mit zunehmender Schichtdicke stark ab (nämlich 
von 12,5 Proz. bei 9.10=® cm auf 1,1 Proz. bei 2,8-10—° cm). 
Wenn man annimmt, daß die Abnahme exponentiell erfolgt, 
errechnet man aus 


J=J are” 

1) Man kann sich sowohl am Leuchtschirm wie durch photo- 
graphische Aufnahmen leicht überzeugen, daß man bei den hier ver- 
wendeten Kristalldicken in jeder Kristallstellung ein Interferenzdiagramm 
einer größeren Zahl von stark 
erhält. 
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44. Annalen der Physik. 5. Folge. Band 13. 1932 al 
für die vier Schwächungsmessungen die folgenden Werte von u soll 
d = 0,9-10-5, 1,3-1074, 1,7-10-5, 2,8.10 der I 
p= 23-105, 2,44-105, 2,1-105, 1,6-108. Figw 

Bei streng exponentiellem Verlauf müßte natürlich der und 
berechnete Absorptionskoeffizient unabhängig von der Schicht- Schw 
dicke sein; ob die geringe ja, \ 

% systematische Abnahme von u im \ 
mit zunehmender Schichtdicke streu 

12\- in der Natur des Schwächungs- stellt 
OL prozesses begründet ist, muß weni 
dahingestellt bleiben. Es ist 1/1 

8 auch möglich, daß die starke keit 
6- Zunahme der diffusen Zer- Vers 
gL streuung in unmittelbarer Um- wert 
gebung des Primärbündels, die zen 

27 ja wegen der relativ großen sich 
Öffnung des Auffängers (vgl. erge 
S. 40) mitgemessen wird, die sche 
Fig.4. Durchlässigkeit von Glimmer- alleinige Ursache ist für die nr 
kristallen für Elektronenwellen scheinbare Abnahme des 

(4 x 0,05 AE) in Abhängigkeit Schwächungskoeffizienten bei 

von der Kristalldicke größeren Schichtdicken.!) chu 

fiir 

Die Abhängigkeit der Durchlässigkeit von der Röhrenspannung 2 

Eine weitere interessante Frage ist die nach der Abhängig- ud 
keit der Durchlässigkeit des Kristalls von der Voltgeschwindig- nor 
keit der Kathodenstrahlen. Durch eine größere Reihe von “ay 
photographischen Interferenzaufnahmen bei verschiedenen von 
Röhrenspannungen wurde zunächst festgestellt, daß in dem ver- ‘and 
wendeten Spannungsbereich die Intensitiitsverteilung im Inter- ok 
ferenzbild sich nur wenig verändert, d. h., daß die kristallo- 4.1 
graphischen Bedingungen in erster Annäherung konstant bleiben. 900 
Die Abhängigkeit der durchgelassenen Intensität von der Volt- lu 
geschwindigkeit der Elektronen wurde dann an verschiedenen Auf 
Glimmerhäutchen ermittelt. Die Durchlässigkeit steigt mit ie 
wachsender Voltgeschwindigkeit ziemlich stark an. Wenn man 
wieder, wie es durch die obenerwähnten Messungen schon 
nahegelegt wird, eine exponentielle Abnahme der Intensität an- 

1) Die Dicke der Glimmerhiutchen wurde stets aus den Inter- 
ferenzfarben dünner Blöttchen ermittelt; bei einiger Übung und bei phi 
Kontrolle der Interferenzfarben unter verschiedenem Neigungswinkel tat 
läßt sich die Ordnung der Interferenz mit ziemlich großer Sicherheit gle 
angeben. 7 
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nimmt, kann man aus den Messungsergebnissen den Schwächungs- 
koeffizienten u in Abhängigkeit von der Voltgeschwindigkeit 
der Elektronen berechnen. (Fig. 5; die Ordinatenwerte dieser 
Figur geben das Produkt aus dem Schwächungskoeffizienten u 
der und der Dicke d.) Der 


ht- Schwächungskoeffizient, der 
ge ja, wie oben gezeigt wurde, 
| im wesentlichen einen Zer- 
‚ke streuungskoeffizienten dar- 
g8- stellt, nimmt nach Fig.5 nur 
uß wenig rascher als proportional 
ist 1/V ab (V: Voltgeschwindig- 
ke keit der Elektronen). Die 
Verschiedenheit der Absolut- 
n- werte des Schwächungskoeffi- 
lie zienten u des Glimmers, die 709 
en sich aus den Kurven der Fig. 5 Wi 
ergeben würde, ist wahr- 
ie scheinlich auf verschiedene 
ie Orientierung der Kristall- i (9-10°6) 
es häutchen zurückzuführen. 
ei Der gemessene Schwii- 77 

chungskoeffizient (rund 2. 105 

für #=0,43!) ist natürlich N 
g wesentlich größer als der in H 
2 den älteren Kathodenstrahl- Fig. 5. Abhängigkeit 
messungen bestimmte Ab- des Schwächungskoeffizienten (u) 
x sorptionskoeffizient; nach den Y°” der Voltgeschwindigkeit der 
n Elektronen 


Lenardschen Messungen 
nimmt die Intensität eines Kathodenstrahls von ~ = 0,43 
erst beim Durchgang durch 4-10”? cm Al auf die Hälfte 
ab — das würde einem Absorptionskoeffizienten von etwa 
4.10% (gegenüber dem obigen Schwächungskoeffizienten von 
200.103) entsprechen. Dieser große Unterschied (Faktor 50!) 
illustriert besonders deutlich, welchen ausschlaggebenden Ein- 
fluß die Zerstreuung unter kleinen Winkeln auf die Schwi ächung 
eines eng ausgeblendeten Kathodenstrahls hat. 


Die Intensität der Interferenzstrahlen 


Sowohl die Beobachtung auf dem Leuchtschirm wie die 
photographischen Aufnahmen des Interferenzbildes zeigen quali- 
tativ, daß die Intensität der stärksten Reflexionen fast von der 
gleichen Größenordnung ist, wie diejenige des geschwächten 
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Primärstrahls. 


Band 13. 1932 


Um zu quantitativen Schlüssen zu kommen, § 


habe ich zunächst eine Reihe von photographischen Unter- 


suchungen in folgender Weise durchgeführt. 


Auf dieselbe 


Platte wurden zwei Aufnahmen eines 1,7-10-5cm dicken Kri- 
stalls bei gleicher Orientierung mit verschiedenen Belichtungs- 
zeiten gemacht; die Belichtungszeiten, die notwendig waren, 
um in den stärksten Interferenzflecken (z. B. 060) der einen 
Aufnahme die gleiche Plattenschwärzung zu erzielen wie im 
Primärfleck der anderen Aufnahme, verhielten sich dann wie 
5:1 bis 8:1 (je nach der Orientierung des Häutchens). Da 
die photographische Schwärzung durch Elektronenstrahlen nach 


al. = 16% der auffallenden Strahlung 
u 
| 
| 
| 060 
| \ 
A \ 
\ 
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Fig. 6. Elektrometrische Messung 
der Interferenzintensitiit 


zahlreichen Untersuchungen ver- 
schiedener Autoren nur von 
dem Produkt aus Intensität und 
Belichtungszeit abhängt, kann 
man aus diesem Befund schlie- 
Ben, daß die Intensität der 
stärksten Interferenzen zwischen 
!/; und /, derjenigen des ge- 
schwächten Primärstrahls liegt. 
Da die Intensität des letzteren 
nach den elektrometrischen 
Messungen (vgl. S. 43) bei 
der verwendeten Kristallstellung 
etwa 4 Proz. der ungeschwächten 
Primärintensität betrug, ergibt 
sich im vorliegenden Falle das 
Resultat, daß in einem einzelnen 
der stärksten Interferenzflecke 
0,5—0,8 Proz. der Primärinten- 


sität hinter dem Kristall als Interferenzintensität zum Vorschein 
kommen. An einem zweiten Kristall (Dicke 0,9-10—5 cm) wurde 
die Intensität der 060-Reflexion direkt elektrometrisch gemessen. 
Zu diesem Zwecke wurde der Kristall zunächst am Leucht- 
schirm so justiert, daß die 060-Reflexion in maximaler Intensi- 


tät auftrat. 


Zum Vergleich der Interferenzintensität mit der 


Primärintensität wurde in diesem Falle aus geometrischen 
Gründen nicht der Auffänger bewegt, sondern das ganze Inter- 
ferenzbild mit Hilfe des Magnetfeldes einer großen Spule gegen 
den Auffänger verschoben. Das Resultat der Messungen ist in 


Fig. 6 aufgetragen. 


Die verhältnismäßig große Breite der 


Maxima ist natürlich nicht durch die Breite der Interferenz- 
maxima, sondern durch diejenige des Auffängers verursacht. Die 
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tatsächliche Breite der Interferenzmaxima ist, wie schon früher 
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gezeigt wurde’), nicht merklich größer als diejenige des Primär- 
strahls, die dach den Messungen in Fig. 1 durch die geometrische 
Anordnung (Blendenweite und Abstände) bestimmt ist. Der tat- 
sächliche Intensitätsverlauf (den man experimentell mit einem 
Auffänger ermitteln würde, dessen Öffnung klein gegenüber 
dem Querschnitt des Interferenzstrahls, d. h. klein gegen 
1,25-10-3 cm? ist) läßt sich aber aus der Figur unter Zu- 
hilfenahme von Fig. 1 leicht auf geometrischem Wege er- 
mitteln; er ist außer durch die etwa 8mal größere Schärfe 
der Maxima dadurch gekennzeichnet, daß zwar die Höhe der 
Maxima über dem Untergrund dieselbe bleibt wie in Fig. 6, 
daß aber der Untergrund nur noch eine gänzlich unbedeutende 
Rolle spielt (vgl. auch unten. Das Ordinatenverhiltnis der 
Maxima ist 22:1. Die Schwächung des Primärstrahls ergab 
sich bei der benutzten Kristallstellung zu 85 Proz. Demnach 
ist die Intensität der 060-Reflexion nach dem Durchgang 
durch den 9.10=°cm dicken Kristall bei 50 kV-Kathoden- 
strahlen 


15 ~ 0,7 Proz., 


der auf den Kristall auftreffenden Intensität. 


Die Intensität des kontinuierlichen Untergrunds 


a Bei sehr dünnen Kristallen ist bei einer Röhrenspannung 
von 50kV kaum ein kontinuierlicher Untergrund sichtbar. Erst 
bei Dicken von etwa 2-10-5cm an macht er sich in rasch 
steigendem Maße bemerkbar (bei einer Dicke von etwa 5-10-5cm 
ist das primäre Interferenzbild bereits völlig verschwunden; 
vgl. I, Fig. 4. Von einigem Interesse dürfte die Intensität 
des kontinuierlichen Untergrundes aber gerade bei den dünnsten 
Schichten sein. Zu ihrer Bestimmung können wir die oben- 
erwähnten elektrometrischen Messungen gerade wegen der 
relativ großen Öffnung des Auffängers mit Vorteil verwenden. 
Wir haben dazu nur das Ordinatenverhältnis von Primärstrahl 
zum Untergrund noch mit dem Verhältnis 62,5 der Auf- 
fängeröffnung (7,8-10—? cm?) zum Querschnitt des Primärstrahls 
(1,25.10=®cm?) zu multiplizieren. Für die beiden untersuchten 
Kristalldicken ergibt sich in dieser Weise das folgende Intensi- 
tätsverhältnis des kontinuierlichen Untergrunds zum ge- 
schwächten bzw. ungeschwächten Primärstrahl: 


11, S. 755. 
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Kristalldicke: 1,3-107* em 0,9-10—5 em?) 


Kontinuierlicher Untergrund | Rich 
(hinter dem Kristall) i 
Kontinuierlicher Untergrund 1: 6300 1: 12000 1: 8500 
Anfangsintensität (vor dem | 
Kristall) | nur 
Die Intensität des kontinuierlichen Untergrunds ist also zusa 


bemerkenswert niedrig, in Anbetracht dessen, daß darin so- 80 1 
wohl die inkohärente Streuung infolge der Wärmebewegung grof 


des Gitters als auch die gesamte unelastische Streuung ent- daß 
halten sein muß. Für die Gesamtbilanz bei der Zerstreuung Inte 
dagegen spielt natürlich, wie ja aus Fig. 6 unmittelbar er- des 
sichtlich ist, der Untergrund deswegen eine wesentliche Rolle, stal 
weil die hohen Interferenzmaxima nur ganz außerordentlich fere 
schmal sind. We! 

niss 


Zur Theorie der Interferenzerscheinungen 
von Kathodenstrahlen in dünnen Kristallschichten 


1. Die Winkelbreite des nullten Hauptmaximums ¥ 

Bei den früheren Interferenzversuchen mit schnellen Ka- 
thodenstrahlen an diinnen Schichten hat man stets von vorn- ; 
herein angenommen, daß die Interferenzerscheinung im drei- 

dimensionalen Raumgitter ganz analog verläuft wie im Falle 

der Röntgeninterferenzen. Von W.L. Bragg und dem Verf.) 
ist aber kürzlich darauf hingewiesen worden, daß im Falle dic 
der Kathodenstrahlinterferenzen in einem sehr dünnen Ein- die 
kristall besondere Versuchsbedingungen vorliegen, die einen Br 
von den Röntgeninterferenzen abweichenden Fall der Inter- zur 
ferenzoptik darstellen. u 
Nach der Laueschen kinematischen Theorie der Inter- Pu 
ferenzen in einem Raumgitter ist die Intensität der Streu- des 
strahlung gegeben durch den Ausdruck®): er 
4 er 
_ y* sin?M, A, sin’ M, A, sin? M, A, Di 

sin sın sin 

als 


1) Kontinuierlicher Untergrund an der Stelle 020. h 
2) Kontinuierlicher Untergrund zwischen 040 und 060. 

3) W. L. Bragg u. F. Kirchner, Nature 127, S. 738. 1931. 

4) Vgl. M. v. Eins, Eneyklopädie der math. Wiss. V, III., S. 457. 
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Hieraus ergeben sich für sehr große M,, M,, M, bekannt- 
lich die Laueschen Interferenzbedingungen für * diejenigen 
Richtungen 8, in denen sämtliche drei Nenner gleichzeitig ver- 
schwinden: 

A,=h,-22a 
oder: (a, 8 Jahr) @= 1, 2, 8). 

Im Falle der Röntgenstrahlen ist also die Streuintensität 
nur dann von Null merklich verschieden, wenn in einer Rich- 
tung die Hauptmaxima (Nenner = 0!) aller drei Sinusquotienten 
zusammenfallen; ist einer der Nenner von Null verschieden, 
so wird die Streuintensität I praktisch gleich Null wegen der 
großen Werte M,, M,, M,. Das hat bekanntlich zur Folge, 
daß bei Röntgenstrahlen mit vorgegebener Wellenlänge eine 
Interferenz nur bei einigen ausgezeichneten Orientierungen 
des Kristalls auftritt, nämlich nur dann, wenn sich der Kri- 
stall „in Reflexionsstellung“ befinde. Im Falle der Inter- 
ferenz von schnellen Kathodenstrahlen, d.h. von sehr kurzen 
Wellen, in einem dünnen Einkristall liegen aber die Verhält- 
nisse anders. Zeichnet man nämlich den Quotienten nun Du 

sin? —* 
etwa für den Fall auf, daß die a,-Achse parallel 8, liegt, 
d.h. setzt man (Streuwinkel 9): 


in? a OF 
sin? M, _ {3 2 M, a, (1— cos or sin 


2 
sin? sin? {= a; (1 — cos sin? (a. 5) 


A 2 


so ergibt sich wegen kleiner Wellenlänge A, kleiner Kristall- 
dicke (vgl. die Figur in der oben zitierten Note von W. L. 
Bragg und dem Verf.) eine so große Breite des nullten Haupt- 
maximums, daß darin schon bei Dicken von etwa 107° cm 
mehrere Interferenzordnungen der beiden übrig bleibenden 
Punktreihen Platz haben (die letzteren wirken dann innerhalb 
des breiten Hauptmaximums wie ein einfaches Kreuzgitter und 
verursachen das wohlbekannte, zuerst von Kikuchi am Glimmer 
erhaltene netzartige Interferenzbild; vgl. I, Figg. 3, 5 und 6). 
Die Winkelbreite 20, des nullten Hauptmaximums sollte nach 
der wellenkinematisc hen Theorie gegeben sein durch 


20, = 2.1/2 


wobei D = 2 M,a, die Dicke des Kristalls bedeutet. 
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Diese Beziehung ist einer experimentellen Prüfung zu- 
gänglich; wenn sie sich bewährt, kann man sie umgekehrt 
zur Dickenmessung extrem dünner Einkristalle benutzen. 
Leider hat sie sich nur im Bereich der dünnsten Einkristalle, 
die ich von Kollodium herstellen konnte, bewährt: aus der in I, 
Fig. 3 wiedergegebenen Aufnahme eines 2-107 cm dicken 
Kollodiumhäutchens ergab sich experimentell eine Winkelbreite 
des Hauptmaximums von 
4, = 6-107 
24 


gegeniiber dem berechneten Wert 0, = VS = 1.1072, also eine 


in Anbetracht der Schwierigkeiten der Dickenmessung befrie- 
digende Übereinstimmung. Bei Kristalldicken > “10-6 em 
scheint die Beziehung nicht mehr gültig zu sein; beim Glimmer 
jedenfalls ist sie bereits bei den dünnsten Blättchen, die man 
überhaupt herstellen kann, nicht mehr erfüllt. In der in |, 
Fig. 5 wiedergegebenen Aufnahme eines 9.10% cm dicken 
Glimmerkristalls ist z. B. die Winkelbreite 0, sicher größer 
als 4.1072, während sie nach der Theorie nur 


—9 
= 11-10 


sein sollte. Bei ln Dicken wird das Mißverhältnis noch 
größer, wie man z.B. an Hand der Fig. 6 in I leicht nach- 
rechnen kann. Der tiefere Grund für das Versagen der kine- 
matischen Theorie bei Dicken > 10”® cm liegt, wie wir auf 
S. 57 sehen werden, in der außerordentlich starken Wechsel- 
wirkung der Elektronen mit den Atomen des Gitters. 

Auch bei Kristallpulvern liegen natürlich die Verhältnisse 
hier anders wie bei den Röntgenstrahlen. Bei den Röntgen- 
strahlen ist im allgemeinen der Winkelbereich, unter dem ein 
einzelner Kristall reflektiert, klein gegenüber der natürlichen 
Divergenz des Strahls. Bei den Elektronenstrahlen ist da- 
gegen der Winkelbereich, unter dem Reflexion stattfindet, 
normalerweise sogar größer als der Reflexionswinkel selbst. 
Die Tatsache, daß man trotzdem mit Kristallpulvern relativ 
scharfe Ringe bekommt, ist hiermit durchaus vereinbar; sie 
erklärt sich daraus, daß der Streuwinkel, unter dem der Inter- 
ferenzstrahl auftritt, sich in erster Näherung als unabhängig 
von der Orientierung des Kristalls erweist. (Eine Neigungs- 
änderung z. B. eines sehr dünnen Gold- oder Silberkristalls 
etwa um den Braggschen Reflexionswinkel der Netzebene 002 
ändert für 2 = 0,05 AE den Streuwinkel des Interferenzstrahls 


002 nur im Verhältnis cos (>) = 0,9999!) Dreht man also 
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hier den Kristall durch die ,,Reflexionsstellung* hindurch, so 
bleibt die Richtung des Interferenzstrahls in einem relativ 
großen Winkelbereich konstant. Seine Intensität in einem 
Pulverdiagramm muß dann in erster Linie durch die Breite 
des Winkelbereichs bestimmt sein, innerhalb dessen der Kri- 
stall noch auf die einfallende Strahlung anspricht; diese Breite 
läßt sich bei vorgegebenen Versuchsbedingungen aus der 
Interferenzfunktion berechnen. 

Ein Beispiel für die in der Praxis herrschenden Fälle ist 
gelegentlich eines Vortrages an anderer Stelle!) «diskutiert 
worden; es zeigte sich dabei, daß die 111-Ebenen eines Kri- 
stalls von 4 AE Kantenlinge und 60 AE Dicke bei Parallelität 
der Netzebenen mit dem Strahl noch rund ?/, ihrer Maximal- 
intensität reflektieren. 

Schließlich sei noch kurz auf die bei größeren Kristall- 
dicken zuerst von Kikuchi gefundenen Interferenzlinien ein- 
gegangen, die durch Bragg'sche Reflexion aus dem schon 
vorher diffus gewordenen Strahlenbündel ausgesondert werden. 
Die Breite dieser Linien kann man ebenfalls aus der Inter- 
ferenzfunktion berechnen; man erhält in Bogenmaß 


21 4 d 

wobei d den Abstand der reflektierenden Netzebenen und n 
die Ordnungszahl der Reflexion darstellt. Auch diese Be- 
ziehung ist, wie an anderer Stelle gezeigt werden soll, zwar 
qualitativ, aber nicht quantitativ mit der Erfahrung in Einklang. 


2. Reziprokes Gitter und Ausbreitungskugel 


Bei Röntgeninterferenzen kann man bekanntlich die zu 
erwartenden Interferenzerscheinungen am besten übersehen, 
wenn man sich der Ewaldschen Ausbreitungskugel im rezi- 
proken Gitter bedient. Wir wählen der Einfachheit halber 
für die Beschreibung des Raumgitters des Glimmers ein ortho- 
gonales Achsensystem a, a,a, (in Wirklichkeit ist der Kristall 
monoklin; aber die Abweichung von der Orthogonalität — 
etwa 6° — ist so gering, daß sie für unsere Betrachtungen 
belanglos ist). Für die reziproken Vektoren 

ı (a, [ay 2 , (a, (a, a,)) ’ (a, [a, a,)) 
ergibt sich dann 
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1 1 
——:° |b,| = 
| a3 | My | 
Der Abstand benachbarter Gitterpunkte des reziproken Gitters 
ist also z. B. in der 6,-Richtung, da |a,| = 20 AK, 
1 
| 6, | = — = 0,05 - (109. 


| 
13 | 


und | 6, | 


Durchstrahlt man in dieser Richtung, d. i. senkrecht zur Spalt- 
fläche, so hat man zur Konstruktion der Ausbreitungskugel vom 
Anfangspunkt des reziproken Gitters aus in der b,-Richtung 
die Strecke 1/4 abzutragen und um den Endpunkt dieser 


Strecke eine Kugel mit dem Radius r = + zu schlagen. Für 
) = 0,05 AE (entsprechend etwas weniger als 60 kV) wird 
demnach der Radius der Ausbreitungskugel r = = = 20(- 10%), 


d. h. 400 mal so groß als der Gitterabstand b, des reziproken 
Gitters. Infolgedessen artet der fiir nicht zu hohe Ordnungs- 
zahlen h, h, in Betracht kommende Teil der Ausbreitungskugel 
fast in eine Ebene parallel b,b, aus — und es genügt im 
allgemeinen schon eine kleine „Verwackelung“ der Kristall- 
orientierung oder der Einfallsrichtung, um eine größere Zahl 
von Gitterpunkten die Oberfläche der Ausbreitungskugel 
passieren zu lassen. Da überall da, wo die Ausbreitungskugel 
einen Gitterpunkt des reziproken Gitters trifft, laut Konstruktion 
die Lauesche Interferenzbedingung 

erfüllt ist, erklärt sich bei kleinen Verwackelungen leicht die 
große Zahl der in den Glimmerdiagrammen auftretenden 
Interferenzpunkte.') 

Nun treten aber auch, wenn keine merklichen „Verwacke- 
lungen“ vorhanden sind (extrem scharfe Ausblendung und ebener 
Kristall — ein Maß für den letzteren bildet die Schärfe der 
sogen. Kikuchilinien!), stets schon deshalb eine größere Zahl 
von Interferenzen auf, weil der Kristall sehr dünn ist (vgl. 
S. 50). Die obigen Überlegungen am reziproken Gitter gelten 
nämlich zunächst nur für einen nach den 3 Achsenrichtungen 
hin unendlich ausgedehnten Kristall; in diesem Falle haben 


1) Es sei noch darauf hingewiesen, daß die obigen Überlegungen 
nicht nur auf Kristalle mit großer Identitätsperiode in der Strahlrich- 
tung, sondern ganz allgemein anwendbar sind; denn auch für einen 
normalen Kristall mit etwa 5 AE Gitterabstand ist der Radius der Aus- 
breitungskugel bei A= 0,05 AE immerhin noch 100 mal größer als der 
reziproke Gitterabstand! 
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die Gitterpunkte des reziproken Gitters keine merkliche Aus- 
dehnung. Für eine einzelne Netzebene (etwa | zur Spalt- 
fläche a, a,) ist es zweckmäßig, sich vorzustellen, daß das reziproke 
Gitter in eine zweifach unendliche Schar von Geraden | b, mit 


x 


| 

. . 

Stäbchen sitzen, die par- ———+—+— 


allel b, gerichtet sind (vgl. i j 
Fig. 7). Die Stäbchen Fig 7. Reziprokes Gitter und Aus- = 


breitungskugel im Falle eines sehr 
werden um so länger, je 


geringer die Dicke des 20 
Kristalls; daraus ist die EEE 
Verbreiterung des zentralen Maximums mit abnehmender Dicke 
ohne weiteres anschaulich erklärbar. Die Intensität in der 
betreffenden Interferenzrichtung hängt natürlich davon ab, an 
welcher Stelle die Ausbreitungskugel das betrefiende Stäbchen 
trifft; jedem Punkt des Stäbchens ist eine bestimmte Intensität 
zuzuordnen, die durch den entsprechenden Wert der Interferenz- 
funktion gegeben ist. 

Zur Indizierung der Kreuzgitterspektren kann man sich eben- 
falls vorteilhaft des reziproken Gitters bedienen. Kennt man 
nämlich die Durchstrahlungsrichtung $° in bezug auf den Kristall, 
so hat man, da A<d, offenbar nur im reziproken Gitter die- 
jenige durch den Nullpunkt gehende Gitterebene aufzusuchen, die 
genau oder annähernd senkrecht zu 8, liegt. Der Fahrstrahl 
h=h,b, +h, b, + h,b, vom Nullpunkt zu den Gitterpunkten 
der Ebene (deren Lage innerhalb der Ebene ja genau dem 
Interferenzbild entspricht!) gibt dann unmittelbar die gesuchten 
Indizes der Interferenzpunkte. Liegt 8, parallel zu einer 
Kante a des Elementarbereichs des urspriinglichen Gitters, 
2. B. &\a,, so wird ,=0, d.h. h=h,b, +h,b,; hat @, 
irgendeine beliebige Richtung, ‘dann läßt sich hi in jedem Falle i in 
der Form darstellen 
= 9,5, + 9,6, + 9585, 


g, kleine ganze Zahlen sind. 
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Von besonderem Interesse ist die Indizierung in den kiirzlich von 
G. P. Thomson!) näher untersuchten Fällen spezieller Oberflächen- 
bedingungen von Einkristallen. Thomson hat nämlich gezeigt, daß 
man Kreuzgitterspektren unter gewissen Bedingungen auch bei streifender 
Belichtung einer Einkristalloberfläche erhalten kann; nämlich dann, wenn 
die Grate, die gelegentlich aus der Oberfläche herausragen, so dünn 
sind, daß sie für die Kathodenstrahlen durchlässig sind. Das Aussehen 
der Interferenzbilder hängt natürlich davon ab, welcher kristallographi- 
schen Fläche die bestrahlte Oberfläche entspricht; es ändert sich aber 
außerdem auch bei einer Drehung der reflektierenden Fläche um ihre 
Normale. Man kann auch in diesem Falle leicht die verschiedenen 
möglichen Formen des Interferenzbildes angeben. Die bestrahlte Ober- 
fläche entspreche der Netzebene 


h* = h,* b, + h,* b, + h,* by 
der Abstand der Interferenzpunkte senkrecht zur Oberfläche ist demnach 
für jedes Azimut durch 

|5*|(= |b| Vh,*? + h,*? + für kub. Kristalle ) 

gegeben. Die zweite Identitätsperiode des Interferenzbildes ist durch 
denjenigen Fahrstrahl h‘ des reziproken Gitters bestimmt, der bei dem 
vorgegebenen Azimut mit h* zusammen in der zu 8, senkrechten Ebene 
liegt. Bei einer Drehung um h* als Achse kommt jeder beliebige Fahr- 
strahl 5 vom Nullpunkt einmal in diese Ebene zu liegen; ein charak- 
teristisches Interferenzbild ist aber nur von solchen 

=h,’b, +h, b, + h,’ 6, 
zu erwarten, deren h’ kleine Zahlen sind. (Außerdem interessieren uns 
natürlich nur die Fahrstrahlen zu solchen Punkten des reziproken 
Gitters, die einen von Null verschiedenen Strukturfaktor liefern!) Die 
Länge der beiden Grundvektoren des Interferenzbildes ergibt sich dann 
direkt aus den Beträgen von h* und §’; ihre gegenseitige Neigung aus: 


(u* 6’) 

= Ä * * 4 * , 
(für kub. Kristalle = ): 


Bei den von Thomson untersuchten kubisch - flächenzentrierten 
Gittern (Ag, Cu) müssen die h entweder sämtlich gerade oder sämtlich 
ungerade sein; das reziproke Gitter ist in diesem Falle ein kubisch- 
raumzentriertes Gitter. Ist der Kristall parallel zur Würfelfläche ge- 
es schnitten, so wird 
2, h,* = = 0, 


also 
| | =2 


Die möglichen Interferenzbilder erhalten wir durch Kombination 
von §* mit den kürzesten Vektoren h’ des raumzentrierten Gitters, also: 


1. %=2, 
hy* hy’ + hy* hy’ + hg* hg’ 
cos (6 h) V>h*? VER: 0. 


1) G. P. Thomson, Proe. Roy. Soc. 133. 8.1. 1931. 
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____ Elementargebiet des Interferenzbilds ist cin gleichschenkliges Dreieck 
mit der Basis 2 und den Schenkeln Y3. mena os 
IyI=YS; =2, 


3 cos (§* = 0. 
_ Elementargebiet des Interferenzbilds ist ein Rechteck mit den 


|§*|=2, 
q 
2 

1 cos (5* 5’) = — = 
und den Schenkeln V11. 
6. hy =3, = 38, 


lf |= V19; = 
| 
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Das Interferenzbild ist also aus Quadraten mit der Seitenlänge 2 


Seitenlängen 2 und VS. 
5. ul, &=1; & 3, 


2-Vil | 


Elementargebiet ist ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis 2 


2 yı9 
Gleichschenkliges Dreieck: Basis 2, Schenkel Y19 usw. | 
(Von G. P. Thomson beobachtet sind die Fälle 1, 3 und 5.) & : 


3. Die absolute Intensität der Elektroneninterferenzen 


Schließlich wollen wir noch auf wellenkinematischem Wege 
die absolute Intensität der Interferenzen abschätzen. 
Die pro Molekül in den Raumwinkel 1 zerstreute Intensi- 
tät setzen wir im Anschluß an H. Bethe und N. F. Mott an: 
e? Z-F \2 
2mv" 


sin? 


(modifizierte Rutherfordsche Formel fiir die Zerstreuung ge- 
ladener Teilchen; Z: Kernladung; F: Atomformfaktor des zer- 
streuenden Atoms fiir Réntgenstrahlen). 
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Der von einem Glimmerkristall in Reflexionsstellung 
(N Moleküle, Länge /) in die Interferenzrichtung © zerstreute 
Bruchteil der Primärintensität ist dann: 


e Z-F \3 ay. Abe 
Io f sin? 


(Der in die Formel eingeführte Faktor (4/1)? charakterisiert 
die räumliche Winkelbreite des Interferenzstrahls, N gibt die 
Gesamtzahl der streuenden Moleküle, f den Querschnitt des 
Primärstrahls; den letzteren nehmen wir hier der Einfachheit 
halber als quadratisch an: f= 1?.!) Alle Größen auf der 
rechten Seite sind durch die Versuchsbedingungen gegeben 
außer F; das letztere kann aber aus den Röntgenintensitäts- 
messungen von W.L. Bragg und seinen Mitarbeitern?) für 
die verschiedenen Atome des Glimmers in Abhängigkeit von 


ermittelt werden. Um aus den F-Werten der Atome 


den gewünschten (Z—F)-Wert einer bestimmten Netzebenen- 
reflexion, bezogen auf ein Molekül, zu erhalten, habe ich mit 


Tabelle 1 


Reflek- | Intensität der Beitrag der verschiedenen 


Z-F 
tierende |p... Atomarten 
Netz- | Röntgenreflexion zur Elektronenreflexion Mälcköl u: 


ebene | (F pro Molekül: «K Si Al 0 


-7 +68|/- 24 0,4 | 0.006 


020 1,5 +3 

040 21,5 + 55|- 92|+ 88/+168 11 0,012 
060 72 +8 +248 +11,8/+164 61 0,0175 
012 0 38 +11,8 +368 ,+17,2)+86,4 152 0,035 


Hilfe des Strukturfaktors den Beitrag der verschiedenen Atome 
zur Elektronenreflexion in einigen Fällen berechnet. Das 
Resultat gibt die Tab. 1; wegen der Einzelheiten der Struktur, 
bzw. der Koordinaten der Atome im Raumgitter muß auf die 
zitierte Arbeit verwiesen werden. Nimmt man eine Kristalldicke 
von 100ÄE an, so erhält man mit N = 2.10%, 2 = 6.1019, 


1) Ig/Z, ist unabhängig vom Querschnitt des Strahls, da N» f! 


2) W.L. Bragg u.J. West, Ztschr. f. Kristallogr. 69. S. 134. 1929; 
W. W. Jackson u. J. West, ebenda 76. S. 211. 1930. 
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Elektroneninterferenzbild ermitteln. 


7 


1 = 1.102, f= 1-10~* und den bekannten Werten von e, m 
und v, z. B. für die Intensität von 060: 

„04! 
Das bedeutet, daB bereits bei einer Kristalldicke von 100 AE 
rund die Hälfte der auffallenden Strahlintensität in den Inter- 
ferenzstrahl 060 übergegangen sein müßte. Da nun gleich- 
zeitig noch in eine größere Zahl von anderen Interferenz- 
richtungen mit Intensitäten von gleicher Größenordnung ge- 
streut wird, wie man aus den Interferenzbildern weiß, muß 
man den Schluß ziehen, daß die Schwächung sicher schon in 
Schichten von 10% cm Dicke so beträchtlich ist, daß die 
Voraussetzungen für die Anwendung der einfachen wellen- 
kinematischen Theorie nicht mehr gegeben sind. 

Die Auswertung der Interferenzintensitäten nach der kine- 
matischen Theorie ist demnach nur bei extrem geringen Kri- 
stalldicken (z. B. im Falle der Fig. 3 von I, wo eine Kristall- 
dicke von 2-10" cm benutzt wurde) möglich; bei größeren 
Schichtdicken muß die dynamische Interferenztheorie heran- 
gezogen werden. 

Zusammenfassung 


Bei der Messung der Schwächung eines eng ausgeblendeten 
Kathodenstrahls in Glimmerkristallen wird ein starker Extink- 
tionseffekt gefunden, der durch die Interferenzstreuung ver- 
ursacht wird. Die Interferenzstreuung ist für die Schwächung 
von Kathodenstrahlen in dünnen Einkristallen von ausschlag- 
gebender Bedeutung. 

Die Abhängigkeit der Schwächung von der Kristalldicke 
und von der Geschwindigkeit der Kathodenstrahlen wird elek- 
trometrisch gemessen. 

Bei etwa 50kV beträgt die Intensität der stärksten Inter- 
ferenzen nach dem Durchgang durch den Kristall bei einer 
Dicke von 10~5cm etwa 1 Proz., diejenige des kontinuierlichen 
Untergrunds nur etwa 0,01 Proz. der einfallenden Strahl- 
intensität. 

Die nach der kinematischen Theorie der Raumgitterinter- 
ferenzen berechnete Breite des nullten Hauptmaximums ist bei 
einer Kristalldicke von 2-10”"cm Dicke in Einklang mit dem 
Ergebnis des Experiments; im Glimmerinterferenzbild dagegen ist 
sie selbst bei den dünnsten Blättchen (= 9-10~® cm) beträcht- 
lich größer, als man nach der Theorie erwarten sollte. Bei 
sehr geringen Dicken kann man die Kristalldicke aus dem 
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Zur Darstellung der Elektroneninterferenzen mittels rezi- 
proken Gitters und Ewaldscher Ausbreitungskugel kann man 
im reziproken Gitter an die Stelle der Gitterpunkte Gitter- 
stäbchen treten lassen, deren Länge umgekehrt proportional 
der Kristalldicke ist. 

Die nach der kinematischen Theorie mittels Struktur- und 
Atomfaktor berechnete Interferenzintensität in einem Inter- 
ferenzpunkt (060) sollte schon bei einer Kristalldicke von 
100 ÄE etwa 50 Proz. der Primärintensität ausmachen; für 
eine solche Kristalldicke ist demnach diese Theorie bereits 
nicht mehr anwendbar. 


Die Durchführung der vorliegenden Arbeit wurde durch 
Mittel der Rockefeller-Stiftung ermöglicht, die uns durch die 
Vermittlung von Hrn. Geh.-Rat Sommerfeld zur Verfügung ge- 
stellt wurden. Bei den Intensitätsmessungen hat Hr. H. Raether 
in dankenswerter Weise geholfen. 


München, Institut für theoret. Physik, November 1931. 
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F. Kirchner. Berechnung der Atomkonstanten e, h, N usw. 


ional 

Berechnung der Atomkonstanten e, h, N 
und aus der Rydbergzahl, der spezifischen 
nter- Elektronenladung und den Messungen 
von der kurzwelligen Grenze des Réntgenspektrums 


fü 
ill Von Fritz Kirchner 

Zwischen den klassischen Messungen der Elektronenladung 
urch von R. A. Millikan und den neueren Absolutmessungen der 
die Röntgenwellenlängen besteht bekanntlich eine beträchtliche 
ge- Diskrepanz; während die Millikanschen Messungen nach einer 
her neueren Revision’) e = 4,770 - 10-19 liefern, würde sich aus 


Wellenlängenmessungen von Bäcklin, Bearden und Cork?) 
(über Dichte und Loschmidtzahl) ungefähr e = 4,80 - 107" 
31, ergeben, wenn man die Existenz von idealen Kristallgittern 
annihme. Man neigt freilich neuerdings mehr dazu, dies 
nicht zu tun, sondern statt dessen anzunehmen, daß die Be- 
rechnung der Loschmidtzahl aus Dichte, Molekulargewicht und 
Gitterkonstante infolge der Abweichungen des Kristallbaus 
vom Idealkristall zu einem fehlerhaften Resultat führt; eine 
sichere Entscheidung ist aber bis heute noch nicht möglich. 
Nun gibt es aber noch einen anderen, von der Struktur 

der Kristallgitter vollkommen unabhängigen Weg, um zu sehr 
genauen Werten der Elektronenladung und damit auch der 
Loschmidtzahl zu gelangen: die Verknüpfung der 


skopischen Beziehung 


mit den Präzisionsmessungen der kurzwelligen Grenze des 
Röntgenbremsspektrums und den Absolutmessungen der Röntgen- 
wellenlängen. In die Rydbergformel setzen wir unseren kürzlich a 
aus Geschwindigkeitsmessungen an Kathodenstrahlen ermittelten . 


e/m-Wert ein; wir erhalten dann mit 


Ro = 109737,43) 
cm 200706.10") 


1) R. A. Millikan, Phys. Rev. 35. S. 1231. 1930. 

2) E. Backlin, Diss. Upsala 1928; J. A. Bearden, Proc. Nat. Acad. 
15. 8. 528. 1929 und Phys. Rev. 37. S. 1210. 1931: J. M. Cork, Phys. 
Rev. 38. S. 1456. 1930. 

3) Die Fehler von R und e sind so klein, daß wir sie hier außer 
acht lassen können. 
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und 
(1,7585 + 0,0012) - 107%) 
den Quotienten 
"(8,2494 + 0,0005) 10-1, 
Anderseits ist die kurzwellige Grenze des Bremsspektrums 
bestimmt durch AR 


gemessen wird die Röhrenspannung V und der Reflexions- 
winkel g. Aus dem letzteren wird mit Hilfe der Gitter- 


konstanten d die gesuchte Wellenlänge A ermittelt {wenn V 
in abs. Volt und d in ÄE gemessen wird, ergibt sich 
h 


e 

Die genauesten Messungen der kurzwelligen Grenze des 
Bremsspektrums stammen von W. Duane?) und seinen Mit- 
arbeitern einerseits und von H. Feder’), einem Schüler 
Wagners, anderseits. An den Ergebnissen dieser Messungen 
miissen aber nach dem heutigen Stande der MeBtechnik die 
folgenden Korrekturen angebracht werden: 

1. Fiir die Gitterkonstante d ist nicht der in der Kristall- 
gitterspektroskopie angenommene Wert, sondern ein um 2,2 Pro- 
mille gréBerer Wert einzusetzen, der durch die sehr genauen 
absoluten Röntgenwellenlängenmessungen von J. A. Bearden‘) 
unmittelbar auf Liingenmessungen begriindet ist; 

2. die gemessenen Spannungen sind von internat. Volt in 
abs. Volt umzurechnen (durch Multiplikation mit 1,0005); 


1) F. Kirchner, Ann. d. Phys. [5] 12. S. 503. 1932. 

2) W. Duane, H. H. Palmer u. Chi-Sun-Yeh, Journ. Opt. Soc. 
Amer. 5. S. 213. 1921. 

3) H. Feder, Ann. d. Phys. [5] 1. 8. 497. 1929. (Der ältere Wert 
von Wagner ist weniger zuverlässig, weil bei ihm der Einfluß der 
Spaltbreite nicht genügend berücksichtigt war.) 

4) Wir benutzen hier die Ergebnisse von Bearden aus dem 
Grunde, weil sie im gleichen Wellenlängenbereich erhalten sind, wie 
die h-Bestimmung von Feder. An langwelligeren Röntgenstrahlen er- 
hielten Bäcklin bezw. Cork Abweichungen im gleichen Sinne von 
1,5 Promille bezw. 3,3 Promille; als Mittelwert aus beiden Untersuchungen 
würde man übrigens 2,4 Promille in Übereinstimmung mit dem oben 
benutzten Wert erhalten. 
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3. für die Lichtgeschwindigkeit ist der letzte Michelson Pos 
sche Wert 2,99796 - 101° einzusetzen.') be 

Nach Anbringung dieser Korrekturen erhalten wir als — 
das sowohl von e, wie auch von irgendwelchen Annahmen 
über die Struktur der Kristalle unabhängige Ergebnis der 
Messungen Duanes: 


= (1,3787 + 0,0008)- 10-7 


und das entsprechende Feders sels 


(II) = (1,3755 + 0,0008) - 10-172) . 

(2,2494 + 0,0005) 


5 
e 


erhalten wir demnach: 
| e = (4,798 + 0,006) - 10-10, 


(I) 

\ h = (6,615 + 0,012) - 10-27, 
bzw 
4 e = (4,782 + 0,006) - 107°, 
( 4 
| | h = (6,577 + 0,012) - 10727. 


gegeniiber dem Resultat der direkten Ladungsmessung 
e = 4,770 + 0,005. 


Einer Erhéhung des Zahlenwertes von e entspricht aber 
bekanntlich wegen der V erkniipfung durch das elektrochemische 
Aquivalent eine entsprechende Verkleinerung der Loschmidt- 
schen Zahl, nämlich auf 


(I) N = (6,029 + 0,008) - 1075, 


baw. 
(IT) N = (6,049 + 0,008) - 10%, 


1) An der Duaneschen Messung sind die Korrekturen 2. und 3. 
schon von R. T. Birge (Phys. Rev. Suppl. 1. 8. 52. 1930) angebracht 
worden. 

2) Die Fehlergröße 0,0008 (* 0,6 Promille) entsteht durch Addition 
des Gesamtfehlers der h/e-Messung (0,5 Promille) und des Fehlers der 
Absolutwellenlänge (0,1 Promille). 
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5. Folge. 


Der reziproke Wert der Feinstrukturkonstanten ergibt 
sich mit den obigen Werten für e und h zu 


bzw. FR 
(II) = 137,25. 


Die wenig befriedigende I 
und Il macht eine genauere Neubestimmung von h/e aus der 
kurzwelligen Grenze des Bremsspektrums sehr wünschenswert. 


Zum Schluß sei noch auf folgendes hingewiesen: wenn 
wir statt des hier benutzten e/m-Wertes 1,7585 - 107 einen 


größeren (entsprechend den älteren Messungen) in die Ryd- 
bergbeziehung einsetzen würden, dann würden die Werte von 
e größer, bzw. von N noch kleiner, ausfallen. 

München, Institut für theoretische Physik, 6. 12. 31. 


(Eingegangen 8. Dezember 1931) oy 
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Die spezifischen Volumen des Wassers zwischen 20° 
und 650°, die des Athyläthers und des Athylalkohols 
zwischen 20° und 400° bei Drucken 


I von 1—2500 kg/cm? 
der 
vert, Von GG. Tammann und Ad, Rühenbeck 
rons (Mit 10 Figuren) 
Inen 
tyd- Amagat?) hat die spezifischen Volumen des Wassers von 


von # 50—198° bei Drucken bis zu 1000 Atm. gemessen. Watson?) © 
versuchte, diese Messungen von 250—1000° zu erweitern, doch | 
sind die von ihm gemessenen Volumen bei 300° erheblich größer | 
als die nach der Extrapolation der Amagatschen Werte sich 
ergebenden, und die von ihm bei gleichen Drucken und an- 
nähernd gleichen Temperaturen mehrfach an verschiedenen 
Füllungen des Dilatometers gemessenen Volumen stehen nicht _ 
selten im Verhältnis wie 1:2, weil er die Menge des Wassers, | 
die nur etwa 0,3 g betrug, etwa 1 Proz. des Dilatometer- 
gewichtes, aus den Gewichten des mit Quecksilber und des 
mit Wasser und (Juecksilber gefüllten Dilatometers ableitete. 
Da zu vermuten war, daß die Messungen von Watson auch 
nicht annähernd richtige Werte der Wasservolumen ergeben 
haben, so wurden die Messungen zwischen 20 und 650° nach 
einem anderen Verfahren wiederholt, nachdem sich heraus- 
gestellt hatte, daß die nach diesem Verfahren gemessenen 
Wasservolumen zwischen 20 und 200° von denen Amagats 
im Mittel nur um + 0,0021 cm? abweichen. Die größte Ab- 
weichung betrug 0,0073 cm?. 

Amagat führte seine Messungen über 50° nach folgen- 
dem Verfahren aus: Das druckfeste Gefäß besaß zwei Fenster, 
zwischen denen die Kapillare des Dilatometers verschoben 
werden konute, so daß er den Stand des Meniskus zwischen 
(Juecksilber und Wasser direkt an der Skala des Dilatometer- 

A rohres ablesen konnte. 

Watson benutzte als Dilatometer ein U-Rohr, gefüllt 
mit Quecksilber, in dessen einem Schenkel sich die zu unter- 
suchende kleine Menge Wasser befand, in dessen anderem 


1) E.H. Amagat, Ann. de chim. et de phys. (6) 29. S. 543. 1893. 
2) W. Watson, Proc. Roy. Soc. Edinburgh 31. S. 456. 1911. 
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Schenkel zwei Platindrähte, die in Wasser tauchten und mit 
einer Stromquelle verbunden waren. Stieg in diesem Schenkel 
das Quecksilber bis an die Platindrähte, so gab ein in dem 
Stromkreis befindlicher Strommesser einen erheblichen Aus- 
schlag. Dieses Dilatometer war von einem Platinzylinder, der 
elektrisch geheizt wurde, umgeben. Als druckübertragende 
Flüssigkeit diente Wasser. Das Platinrohr war seinerseits von 
Kupfermänteln umgeben, durch die das Kühlwasser floß. Mit 
einem Thermoelement wurde die Temperatur an dem mit 
Wasser gefüllten Schenkel des Dilatometers gemessen. Bei 
dieser Versuchsanordnung mußte ein außerordentlich großes 
Temperaturgefiille in dem Wasser, das das Dilatometer umgab, 
‚entstehen, und es ist wahrscheinlich, das durch AbfluB von 
Wärme durch die Drähte des Thermoelementes dasselbe zu 
tiefe Temperaturen angab. Auf diese ungeeignete Anordnung 
des Dilatometerbades, in dem starke Konvektionsströme statt- 
gefunden haben müssen, sind auch die großen Schwankungen 
seiner Messungen zurückzuführen. 

Die folgenden Messungen wurden nach dem Verfahren 
der Kolbenverschiebung ausgeführt. Wenn zur Druckerhöhung 
um 100 kg/cm? im Druckapparat, gefüllt mit Quecksilber, die 
Bern As, nötig ist, und nach dem Ersatz eines 
Teiles des Quecksilbers durch eine bestimmte Wassermenge 
die Kolbenverschiebung As, zur Druckerhéhung um 100 kg/cm? 
bei derselben Temperatur erfordert wird, ferner q den Quer- 
schnitt des Kolbens bezeichnet, so gilt: Ber 


Av, — —4 8), * 


», die Volumenänderung des Wassers und Av, die des 

Quecksilbers für dieselbe Drucksteigerung sind. Wenn die 

betreffende Volumenisotherme des Quecksilbers bekannt ist, 

so kann daraus Av, des Wassers berechnet werden. 

a Zur Ausführung der Messungen wurde folgende Vor- 

richtung benutzt: 

- Das Wasser befand sich in einem Stahlzylinder, der 

über einem U-Rohr mit einem Manometer von Schäffer und 
Budenberg kommunizierte. Der Kompressor bestand aus 
einem Stahlzylinder, in welchem ein Ebonitkolben durch 
Parallelverschiebung bewegt werden konnte. Als drucküber- 
tragende Flüssigkeit wurde vom Kompressor und Manometer 
bis zu dem einen Schenkel des U-Rohres Rizinusöl, von dem 
anderen Schenkel des U-Rohres bis zu dem Wasser in dem 
Stahlzylinder Quecksilber verwandt. Das U-Rohr befand sich 
in einem Wasserbade, dessen Temperatur sich während eines 
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Versuches nicht änderte. Fig. 1 gibt einen Längsschnitt durch 
den Stahlzylinder, der schräg gelagert war, so daß d um 10 cm 
höher lag als c. In seinem mittleren Teil befand sich das 
Röhrehen mit etwa 2 cm? Wasser. a und b waren Stahlstäbe, 
deren Durchmesser 1 mm kleiner war als der der staal 


5) 


60cm 


Fig. 1. Längsschnitt durch den Stahlzylinder 


sie waren aus demselben Kruppschen Chromnickelstahl her- 
gestellt, aus dem der Stahlzylinder bestand. Durch die Ver- 
schlußschraube d ging eine Bohrung, in die eine Stahlkapillare _ 
geschweißt war. Das Volumen der Bohrung im Stahlzylinder 
war um 13,7 cm? größer als das der Stahlstäbe, des Quarz- 
rohres und des Wassers; dieses Volumen war mit Queck- 
silber ausgefüllt. Ein elektrischer Ofen ließ sich über das 
Stahlrohr schieben. Die Lötstelle eines Thermoelementes e 
befand sich zwischen Ofen und Stahlwand in einem Schutz- 
röhrchen. Um das Verbacken der Stahlschrauben mit ihren 
Muttern zu verhindern, waren die beiden Enden des Stahl- 
zylinders auf eine Linge von 10 cm mit Bleiröhren bewickelt, 
durch die Kühlwasser floß. Diese Anordnung bedingte ein 
Temperaturgefälle von der Mitte des Stahlzylinders (60 cm 
lang) nach seinen beiden Enden hin. Bei 200° betrug dieses 
Gefälle von der Mitte bis zum Ende des Quarzrohres (17cm 
lang) etwa 10°, bei 400° etwa 20°, bei 600° etwa 60°. Bei 
Benutzung eines längeren Stahlrohres würde man dieses Ge- — 
fälle erheblich verkleinern können. 2 
Nachdem die Temperatur im Stahlzylinder sich nach dem 
Anheizen nicht mehr änderte, wurde bei unveränderlicher Tem- _ 
peratur (+ 0,5°) der Kolben um ein bestimmtes Stück in den 
Stahlzylinder gepreßt und die dadurch bewirkte Druckänderung 
um rund 100 kg/cm? bestimmt. Nach jeder Druckerhöhung wurde 
nur 3 M.n. lang gewartet, um die Kompressionswärme abfließen a 
zu lassen. Darauf wurde durch Herausziehen des Kolbens um | 
ein bestimmtes Stiick der Druck wieder um rund 100 kun? 
erniedrigt und der Druck nach 3 Min. bestimmt. Summiert 
man die Kolbenverschiebungen und die ihnen entsprechenden He 
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Drucksteigerungen und stellt diese in Abhingigkeit von jenen 
dar, so sieht man, daß sich bei gleichen Drucken die Kolben- 
verschiebungen bei steigendem und fallendem Druck bei 20° 
im Mittel um etwa 0,055 cm bei 1500 kg/cm? unterscheiden, 
und daß diese Differenzen mit steigender Temperatur bis 650° 
um den doppelten Betrag, im Mittel um 0,12 cm, zunehmen, 

Zur Drucksteigerung von 1 auf 2500 kg/cm? mußte der 
Kolben um rund 6—9 cm in den Zylinder gepreßt werden, 
und bei der Druckerniedrigung von 2500 auf 1 kg/cm? mußte 
er um denselben Betrag herausgezogen werden. Wenn während 
der Drucksteigerung und der Druckerniedrigung die Tempe- 
ratur sich nicht mehr als 0,5° änderte, so unterschieden sich 
die Kolbenstände beim Druck von 500 kg/cm’, der steigend 
und fallend erreicht wurde, nur um Beträge, die höchstens 
0,03 cm ausmachten, also in der Nähe der Ablesungsfehler 
lagen. 

Hieraus folgt, daß eine Dehnung des Chromnickelstahl- 
zylinders auch bei 650° und einem inneren Druck von 2500 kg/cm? 
noch nicht merklich geworden ist. Der Ebonitkolben schloß voll- 
kommen dicht. 

Hätte man länger als3 Min. bei Abfluß der Kompressions- 
oder dem Zufluß der Dilatationswärme gewartet, so wären die 
Abweichungen der Kolbenverschiebungen bei wachsendem und 
fallendem Druck kleiner geworden. Durch die Mittelbildung der 
Kolbenverschiebungen für die Druckänderung um je 100 kg/cm? 
werden die Fehler, die durch die Kompressions- und Dilatations- 
wärme verursacht werden, kompensiert. Einer Kolbenverschie- 
bung um 0,055 cm entsprechen bei 1500 kg/cm? 15 kg/cm? und 
einer von 0,12 cm bei 650° eine Druckänderung um 30 kg/cm?. 

Das zu den Versuchen benutzte Quecksilber entwickelte in 
Berührung mit Wasser im Laufe von 6 Monaten kein Gas bei 20°. 
Auch hatte sich in dem Quarzröhrchen, welches etwa 2 cm? 
Wasser über Quecksilber enthielt, nach dem Erhitzen auf 400° 
keine Gasblase gebildet. Nach dem Erhitzen während 4 Stunden 
auf 500° entwich beim Öffnen des Stahlzylinders etwas Gas. 
Wenn das Quecksilber vor dem Versuch destilliert ‘wurde, 
war die Gasentwicklung nach dem Versuch etwas geringer. 
Des Coudres') und Watson gaben an, daß sich bei ihren 
Versuchen Wasserstoff entwickelt hatte. Es wäre möglich, dab 
im Quecksilber suspendierte unedlere Metallteilchen die Gas- 
entwicklung verursacht haben, die erst über 400° merklich 
wird. Wenn sich auch 20 em? Wasserstoff entwickelt haben 


1) Des Coudres, Leipz. Ber. math. phys. Kl. 62. 8 - 296. 1910. 
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sollten, so würde dadurch die Menge des Wassers nur um 


ben- 0,09 Proz. abgenommen haben, und da bei den hohen Drucken 
20° der entwickelte Wasserstoff mit dem Wasserdampf gemischt ist, 
den, so kann dieser auf die Volumen des Wassers nur einen zu ver- 
50° nachlässigenden Einfluß haben. 
nen, Zwischen 400 und 650° wirkte das Wasser ziemlich stark 
der auf das Quarzröhrchen ein. Im Innern war das Quarzröhrchen 
len, von einer weißen, sich leicht abblätternden Schicht bedeckt. 
ıBte Unter dem Mikroskop waren in der weißen Schicht keine Kri- 
end ställchen zu erkennen. Beim Erhitzen des nicht gebrauchten 
ipe- (uarzröhrchens im Knallgasgebläse blieb es vollständig klar, 
sich nach dem Versuch wurde es aber triibe. 
end Zur Berechnung der. Volumenänderungen des Wassers 
ons sind die Volumenänderungen des Quecksilbers in denselben 
ler Druck- und Temperaturintervallen nétig. Bekannt sind die 
Volumenisothermen des Quecksilbers bei 0 und 22° bis zu 
‘hl Drucken von 7000 kg/cm? und bekannt ist, daß der Aus- 
‚m? dehnungskoeffizient zwischen 0 und 22° bei der Druck- 
oll- steigerung von 1—3000 kg/cm? von 181. 10€ bis 169. 10%, also 
um 18-10~* abnimmt.') Aus diesen Angaben ergeben sich unter 
ne- der Annahme, daß diese Änderung linear mit der Temperatur 
die verläuft, für die Kompressibilität des Quecksilbers folgende 
Werte: 
er 
as- | v dp 
ie- 
n?, _| 360 750 
20 | 3,92 384 | 3,78 
104,40 4,32 4,265 
m’? 200 5,00 1,92 4,86 
0° 
on Aus obiger Tabelle können durch lineare Extrapolation die 
. Quecksilberkompressibilitäten für die Druck- und Temperatur- 
le, intervalle abgeleitet werden, die zur Berechnung der Volumen 
a, des Wassers nötig sind. 
en Die Kolbenverschiebungen bei konstanter Temperatur des 


ab nur mit Quecksilber gefiillten Stahlzylinders fiir die Druck- 
steigerung von 400—2500 kg/cm? wachsen linear mit der 


S- 
Temperatur bis 350°, erst von 350° an nehmen sie be- 

nD schleunigt zu. Es muß also auch die Kompressibilität des 
Quecksilbers zwischen 20 und 350° linear mit der Tem- 

0. 1 P. W. Bridgman, Proc. Am. Acad. 47. 8. 347. 1911. 
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peratur zunehmen. Man darf also die Kompressibilität des 
Quecksilbers linear bis 350° extrapolieren. 

Die Kompressibilität des Quecksilbers ist im Vergleich 
zu der des Wassers iiber 350° sehr gering. Infolgedessen darf 
man auch fiir das Temperaturintervall bis 650° die linear 
extrapolierten Quecksilberkompressibilitäten benutzen, denn die 
beschleunigte Zunahme der Quecksilberkompressibilität ober- 
halb 350°, die aus den Kolbenverschiebungen bei konstanter 
Temperatur für die Drucksteigerung von 400 auf 2500 kg/cm? 
folgt, verkleinert z. B. bei 600° und 2500 kg/cm? das be- 
rechnete Wasservolumen um nur 0,0057 cm®?. Dieser Wert 
übertrifft den mittleren Fehler von + 0,0043 cm? nur wenig. 
In folgender Tabelle ist die Volumenänderung des Queck- 
silbers dividiert durch die des Wassers für eine Druckänderung 
um 100 kg/cm? bezogen auf 1 cm? für einige Drucke und Tem- 
peraturen angegeben: 


kg/em? 100° 500° | 550° 600° 650° 


1000 0,037 | 0,005 0,005 0,005 0,004 
2000 0,048 0,036 0,023 0,016 0,014 
2500 , 0,056 0,048 0,033 0,032 | 0,024 


Die Volumen des Wassers bei 400 und 500° wurden 
zweimal bestimmt. Die Abweichungen betrugen bei 400° im 
Mittel + 0,0043 cm’, bei 500° im Mittel + 0,0033 cm’. 

Die größten Abweichungen der neu bestimmten Volumen 
des Wassers von denen Amagats lagen bei 200°. Sie betrugen 
im Mittel bei dieser Temperatur + 0,0021 cm’. 

Bei den höheren Temperaturen konnten die Volumen für 
niedere Drucke nicht bestimmt werden, da wegen der zu großen 
Kompressibilität des Wassers die Drucksteigerung auf2500 kg/cm? 
mit einem Kolbenhub nicht erreicht worden wäre. 

Wollte man die Isobaren für verschiedene Drucke gra- 
phisch darstellen, so würden die Änderungen ihrer Gestalt mit 
wachsendem Druck nur bei großem Maßstabe deutlich hervor- 
treten. Daher ist es bequemer, die Ausdehnungen dv/dt als 
die Differentialquotienten der Isobaren zu betrachten. 

In Fig. 2 sind die mittleren Ausdehnungen für die an- 
gegebenen Temperaturintervalle in Abhängigkeit vom Druck 
wiedergegeben. Aus den Messungen von Amagat ist bekannt, 
daß die Ausdehnung unterhalb 125° mit steigendem Druck 
wächst, und daß sie oberhalb 125° wie bei allen anderen 
Flüssigkeiten mit wachsendem Druck abnimmt. In Fig. 2 
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Die Volumen des Wassers bezogen auf das bei 20° und 1 kg/em? 


kg/em? | 20° 


1 1,0000 
0,9943 
9897 
9853 
9810 
| 9766 | 
9723 
| 9699 
9656 
9612 
9582 
9542 
9512 | 
| 9482 
| 9451 | 
| 


9391 
9361 
9318 
9274 | 
9257 | 
9227 
9187 | 
| 9167 
9150 | 
9134 


1,0325 
0274 


9928 | 
9912 
9896 
9881 
9865 
9849 
9833 
9806 
9800 
9784, 
9768 | 
9752 


100° | 200° 


300° | 400° | 


‚1,3611 


0796 
0751 


3453 
3342 
3267 
3191 


3137 | 


3061 
2986 
2910 


0708 | 2845 


0664 
0619 
0588 
0570 


0539 | 
0508 | 
0476 | 


0445 
0414 | 
0383 | 
0352 
0334 | 


2789 
2725 
2677 
2625 
2584 
2532 
2492 
2451 
2399 
2359 
2318 
2278 


| 
Const: ~ 


500 1000 1600 2000 2500 


Fig. 2. Ausdehnungsisothermen 
a des Wassers 


1,9719 


500° | 550° | 600° 


3 |2,4665 


3364 
2449 
1775 
1277 
0826 
0479 
0145 
1,9870 
9629 
9412 
9230 
9036 
8877 
8718 


| 8572 


8436 


| 


6749 
5922 
5188 
4534 
4025 
3609 
3195 | 
2749 


5| 2497| 


2170 | 
1885 | 
1654 
1435 


650° 


3,1352 
2,9364 
8049 
7191 
6419 
5819 
5192 
4654 
4131 
3858 
3501 
3245 
2839 
2533 


700° 200° 300° 400° 500° un =) 
Fig. 3. 
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Die Ausdehnung - 107° des Wassers 


| 20 bis | 100 bis | 200 bis | 300 bis | 400 bis | 500 bis | 550 bis | 600 bis Aus 
100° 200° | 300° | 400° | 500° | 550° | 600° die 
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schneiden sich daher die Linien dv/dt (20—100°) und dvjdt 
(100— 200°. Die Abnahme der Ausdehnung mit steigendem 
Druck wächst mit der Temperatur stark an. Unerwarteter- 
weise überschneiden die Kurven der mittleren Ausdehnung 
zwischen 550 und 600°, sowie zwischen 600 und 650° die 
Kurven der mittleren Ausdehnung für tiefere Temperatur- 
intervalle. Das deutet darauf hin, daß die Ausdehnungs- 
isobaren bei etwa 500° ein “Maximum haben. Fig. 3 zeigt, 
daß dieses Maximum auf den Isobaren der Ausdehnung bei 
Drucken über 1300 kg/cm? deutlich auftritt. 

Wie erwähnt, wurde zur Berechnung der Volumen des 
Wassers angenommen, daß die Kompressibilität des Queck- 
silbers linear mit der Temperatur ansteigt. In Wirklichkeit 
nimmt sie aber oberhalb 350° schneller zu als unterhalb 350°. 
Würde man diesem Umstand Rechnung tragen, so würde das 
Maximum auf den Isobaren der Ausdehnung noch deutlicher 
sich ausprägen. 

N Das Maximum der Ausdehnung liegt oberhalb der kritischen 
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Temperatur des Wassers und tritt erst bei Drucken von 
1300 kg/cm? hervor. Dem Maximum auf den Isobaren der 
Ausdehnung entspricht ein Wendepunkt der Volumenisobaren, 
die bei Temperaturen unterhalb des Maximums konvex und 
oberhalb konkav zur Temperaturachse verlaufen. 


Die Ausdehnungskoeffizienten . zeigen fast dasselbe 


Bild wie die Ausdehnungen dv/dt, nur tritt bei den Werten 
1 dv 
v dt 
auf und ist gegeniiber dem Maximum der Ausdehnung zu 
etwas tieferen Temperaturen, zu etwa 450°, verschoben. Da 
der Ausdehnungskoeffizient des Wassers bei Drucken über 
1000 kg/cm? mit wachsender Temperatur zuerst zunimmt, dann 
aber abnimmt, so kann man für jeden Druck über 1000 kg/cm? 
zwei Temperaturen angeben, bei denen der Ausdehnungs- 
koeffizient derselbe ist. Beispielsweise sind unter dem Druck 
von 2500 kg/cm? bei 185 und 625° die Ausdehnungskoeffi- 
zienten einander gleich. 

Aus den Volumenisothermen lassen sich die Druckkoeffi- 
zienten (dp/dt), ableiten, die in der folgenden Tabelle zusammen- 
gestellt sind. Während diese Werte zwischen 0 und 200° nach 
den Bestimmungen von Amagat mit wachsender Temperatur 


das Maximum schon bei Drucken von 1000 kg/cm? 


Konst. 525 ° 5750 625° 
Vol. in kg/em? 
(dp/dt), 14,2 | 11,8 78 
2,11 | 11380 9980 6520 
K, 9688 7632 3701 
| (dp/d th, 13,6 12,0 7,4 
2,13 K, +p, 10830 | 10130 6620 
K, 9190 7852 3858 
| 
(dp/dt), 123 | 10,7 7 
2,18 K, +p. 9820 9030 7800 
K, 8312 6948 5235 
(dp/dt, 10,7 9,6 | 8,3 
2,25 | K, +p, 8570 8140 | 7450 
3 7202 6264 | 5127 


zunehmen, nehmen sie zwischen 500 und 600° mit wachsender 
Temperatur ab. In Abhängigkeit vom Volumen haben sie für 
die beiden höchsten Temperaturintervalle Maxima. 
In der Gleichung: K,- 2 (52) bezeichnet K, den 
v 
inneren, p, den äußeren Druck. Man kann also den inneren 
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Druck bei konstantem Volumen berechnen. Mit wachsendem 
Volumen zeigt der innere Druck dieselben Maxima wie (dp/dt),; 
mit wachsender Temperatur nimmt der innere Druck bei kon- 
stantem Volumen im Temperaturintervall von 500—650° ab, 
; während er zwischen 0 und 100°, wie aus den Bestimmungen 
7 von Amagat folgt, zunimmt. 


Äthyläther 

r Erhitzt man in dem beschriebenen Druckapparat etwa 
“iq cm® Äther mit konstanter Erhitzungsgeschwindigkeit, so 


ändert sich der Druck mit der Temperatur linear bis 400°, 


: ee dann tritt eine beschleunigte Zunahme des Druckes ein. 
Nachdem bis auf 450° erhitzt worden war, wurde der Druck- 
re apparat nach dem Abkühlen geöffnet, wobei demselben Gas 

 entströmte. Im Glasröhrchen war an Stelle des vorher farb- 


losen Äthers der Rest einer braunen, zähflüssigen Masse, in 
der sich schwarze Partikel befanden, vorhanden. 

Die Kurven, welche die Drucke in Abhängigkeit von der 
Kolbenverschiebung bei unveränderlicher Temperatur angeben, 


Volumen des Äthyläthers 


8586 1404 
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kg/em? | 20° 100° 200° 300° 350° 
100 0,9877 1,1333 — 
2 9767 1030 an 
3 9670 0854 1,2594 _ 
Ku 400 9587 0692 2177 
500 9517 0530 1787 
‘aes 600 9446 0383 1476 1,3406 
ic 7 9376 0246 1232 3003 1,4506 
= 800 9306 0123 1015 2732 4075 
ere 900 9249 0026 0824 2487 3751 
9192 0,9930 0720 226) 3466 
1 Fo 9148 9833 0582 2078 3222 
1200 9105 9749 0458 1600 3004 
2.1300 9048 9666 | 0347 1735 2812 
1400 9004 9596 0249 1584 2647 
1500 8961 9526 0165 1446 2495 
a 8917 9469 0094 1308 2357 
1700 8874 9412 0023 1196 2219 
1500 8830 9368 0,9951 1098 2081 
1900 8787 9325 9894 0999 1942 
2000 8723 9281 9836 0901 1817 
2100 8693 9238 9779 0816 1705 
2200 8663 9194 9735 0731 1620 
2300 8633 9164 9690 0660 1535 
2400 8603 9134 9646 0591 1463 
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fallen wie beim Wasser näher beschrieben, bei steigendem und 
fallendem Druck für Temperaturen bis 350° fast zusammen. 
Erst wenn die Temperatur auf 400° gesteigert wird, überlagert 
die Kurve bei sinkendem Druck die bei steigendem, und zwar 
wachsen diese Differenzen mit abnehmendem Druck. Dieses ist 
ein Zeichen dafür, daß sich der Äther zersetzt hat. 

In der vorstehenden Tabelle sind für Temperaturen bis 350° 
die Volumen des Äthers, bezogen auf sein Volumen bei 20° 
und 1 kg/cm?, angegeben. 

Vergleicht man diese Volumen mit denen von Amagat 
bei 20°, so ergibt sich, daß sie von etwa 800 kg/cm? um 0,01, 
von etwa 2000 kg/cm? an um etwa 0,02 größer sind als die 
von Amagat. Bis zu Drucken von 1000 kg/cm? sind die neu- 
bestimmten Volumen bei 100° um höchstens 0,007 größer und 
bei 200° um etwa 0,01 kleiner als die von Amagat. 


Die Ausdehnung 1075 des Äthyläthers 


dt 


kg/em? 20—100° 100—-200° 200-—300° 300—350 ° 
100 182 _ _— 
300 148 174 
400 138 149 “2 
500 126 126 
600 117 109 193 j 
7 _ 109 98,6 177 306 
800 102 89,2 17% 269 
900 97,0 79,8 166 253 
1000 | 92,5 79,0 155 239 
1100 85,6 74.9 150 224 
1200 80,5 70,9 144 
1300 77,5 68,1 139 215 5 
1400 74,1 65,3 134 213 
1500 70,6 63,9 128 210 fe 
1600 69,2 62,5 121 210 
1700 | 67,3 61,1 117 20 
1800 67,3 58,3 115 197 
1900 67,3 56,9 111 189 ze 
2000 70,8 55,5 108 183 
2100 68,2 54,1 105 178 
2200 1 66,3 54,1 99,6 178 
2300 | 66,3 52,6 97,0 175 
2400 | 66,3 51,2 94,5 174 
2500 | 64,6 51,1 93,5 17i 


Die Abhängigkeit der mittleren Ausdehnungen vom Druck 
gibt Fig. 4 wieder. Bei Drucken über 500 kg/cm? ist die Aus- 
dehnung bei Temperaturen zwischen 100—200° geringer als 
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zwischen 20—100°. Bei höheren Temperaturen wachsen die 
Ausdehnungen mit der Temperatur normal an. 

Die Abhängigkeit der Ausdehnungen von der Temperatur 
bei konstantem Druck gibt Fig. 5 an. Auf den Isobaren der 
Ausdehnung tritt ein deutliches Minimum bei 150°, 50° unter- 


dv, 
N S00 
00 
x3000 % 
2.0090 — 7 
| | | N N 
<3 St 500 1000 7500 2000 2500 20° 100° 200° 300° 
Fig. 4. Ausdehnungsisothermen Fig. 5. Ausdehnungsisobaren 
des Athyläthers des Athyläthers 


halb der kritischen Temperatur, auf. Diesem Minimum auf 
den Isobaren der Ausdehnung entspricht ein Wendepunkt der 
Volumenisobaren, die bei Temperaturen unterhalb des Minimums 
konkav und oberhalb konvex zur Temperaturachse verlaufen. 

Die Lage und der Verlauf der Isobaren der Ausdehnungen 
weisen darauf hin, daß bei Temperaturen unter 60° ein schwach 
ausgeprägtes Maximum der Ausdehnungen auftritt. In der 
Tat liegt auf der Isobare der Ausdehnung von 2500 Atm. von 
Amagat ein schwach ausgeprägtes Maximum bei 20°, und die 
Isobaren dv/dt von Bridgman!) für 5000 und 8000 kg/cm? 
fallen zwischen 20 und 80° mit wachsender Temperatur. Es 
ist also möglich, daß auf ihnen unterhalb 20° ein schwach 
ausgeprägtes Maximum der Ausdehnungsisobaren auftritt, daß 
also das Maximum von dv/dt von Amagat bei 20° mit wachsen- 
dem Druck zu tieferen Temperaturen verschoben wird. 


Äthylalkohol 


Der Alkohol zersetzte sich bei etwas höherer Temperatur 
als der Äther. Auf der p,t-Linie begann das beschleunigte 
Ansteigen bei 490°. Bis 400° fielen die Kurven, welche die 
Drucke in Abhängigkeit von der Kolbenverschiebung angaben, 
bei steigendem und fallendem Druck fast zusammen; bei 450° 
trat eine starke Abweichung ein wie beim Äther, die eine Zer- 
setzung anzeigte. Beim Öffnen des Druckzylinders entwichen 


i. 1) P. W. Bridgman, Proc. Amer. Acad. 49. S. 1. 1913. 
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Gase, und an Stelle des farblosen Äthylalkohols enthielt das 
Röhrchen eine braune viskose Masse. 

In der folgenden Tabelle sind die berechneten Volumen 
des Alkohols bezogen auf sein Volumen bei 20° und 1 kg/cm? 


angegeben. 


Volumen des Äthylalkohols 


kg/em? 20° 100° 200° 300° 400° 
1 1,0000 - 
100 0,9913 | 1,1053 u _ 
200 9839 0852 1,2534 = 
300 9769 0677 2305 di 
100 9699 0541 2115 - 
500 9629 0433 1927 
600 9567 0324 1751 1,3947 
7 9513 0215 1575 3520 
800 9460 | 0106 1398 3190 
900 9406 0010 1249 2947 
1000 9353 | 0,9928 1139 2758 
1100 9299 9862 1028 2582 
1200 9246 9806 0918 2419 
1300 9192 | 9740 0832 2955 
1400 9147 9684 0755 2105 
1500 9102 9639 0688 1968 
1600 9065 9594 0621 1831 
1700 9028 9549 0560 1721 
1800 8999 90 | 05% 1643 
1900 8971 9467 0474 1575 
2000 893 | 9422 0428 1508 
2100 8914 | 9386 0383 1444 
2200 sss6 | 9349 0337 1381 
2300 8865 9312 0299 1318 
2400 8845 9283 0261 1254 
2500 8825 9255 (0232 1199 


Vergleicht man diese Volumen mit denen von Amagat, 
so ergibt sich, daß sie bei 20° und 2000 kg/cm? um etwa 0,005 
und bei 2500 kg/cm? um etwa 0,01 größer sind als die von 
Amagat. Bei 100° ist die mittlere Abweichung + 0,0019; 
bei 200° sind die neubestimmten Volumen im Durchschnitt um 
0,006 größer als die von Amagat. 

Die Ausdehnungsisothermen (Fig. 6): 100—200° und 
200—300° überschneiden sich beim Druck von etwa 2400 kg/cm?. 
Auf der Ausdehnungsisobare (Fig. 7) für 2500 kg/cm? tritt bei 
der kritischen Temperatur 249° ein flaches Minimum und bei 
etwa 150° ein flaches Maximum auf, auf der Isobare für 
2000 kg/cm? nur ein flacher Wendepunkt. Diesen beiden aus- 
gezeichneten Punkten auf der 2500 kg/cm*-Isobare entsprechen 
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Die Ausdehnung - 1075 des Athylalkohols 


20--100° | 100--200° | 200--300° | 300--400° 


168 
163 
157 
149 
143 
136 
129 


Diese verlaufen 
_ bei Temperaturen unterhalb des Maximums konvex, bei Tempe- 
raturen zwischen Maximum und Minimum konkav und bei 
Temperaturen oberhalb des 
Minimums wieder konvex zur 4 
Temperaturachse. 


3 


500 7000 7500 2000 2500 20° 100° 200° 300° 400° 


Ausdehnungsisothermen Fig. 7. Ausdehnungsisobaren 
des Athylalkohols des Athylalkohols { 


: 
— 300 14 = 
“ae 5 100 
= 500 219 | _ 
800 80,8 179 | kon 
900 75,5 mul 
1000 117 155 337 oröl 
ill 150 325 des 
1300 68,5 109 = 304 die 
1500 67,1 105 19 295 
-- 101 116 288 thei 
>, 1700 65, | 
2000 598 | 101 108 264 der 
2100 59,0 99,7 106 257 wir 
2200 57,9 98,8 104 249 hiin 
2300 55,8 98,7 | mit 
2400 54,8 97,8 | 240 kan 
die 
so 
“ 
sie 
übe 
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Das Maximum der lsobare dv/dt für 2500 kg/cm? scheint 
sich mit wachsendem Druck zu tieferen Temperaturen wie 
beim Äther zu verschieben, denn von den Isobaren Bridg- 


kan mans steigt die 3000 kg/em?-Isobare zwischen 20 und 80° mit 
wachsender Temperatur schwach an, während die für 5000 kg/em? 
abfällt, also bei tieferen Temperaturen ein Maximum zu haben 
scheint. 
Die p - v, p-Linien 
Im pv, p-Diagramm (Fig. 8) zeigen die 20°-Isothermen 
: von Wasser, Alkohol und Ather noch eine deutliche Kriimmung 
3 konkav zur p-Achse. Die Krüm- 
) mung der Atherisotherme ist am 
j größten (3), weniger stark ist die ,; 
4 des Alkohols (2) und am kleinsten 
: die des Wassers (1). Mit steigender , 
) Temperatur (300°) verflacht sich 
diese Krümmung, so daß die Iso- 3 
thermen des Wassers bei 500° und 
| 650° schon geradlinig sind, d.h. , 
der Steigungskoeffizient d (p v)/dp 
| wird von der Temperatur unab- , 
| hängig. Diese Befunde stimmen 
| mit dem bereits seit langem be- 
| kannten Verhalten der pv-Isother- 500 1000 7500 2000 2500 
men anderer Stoffe überein.‘) Da Fig. 8. pv-Isothermen 
ufen die pv-Isothermen alle ansteigen, von Wasser, Alkohol und Äther 
npe- so ist dies ein Zeichen dafür, daß 
bei sie das Minimum um = 0, durch das die Boylekurve geht, 
— überschritten haben. 


Die pv-Isobaren in Abhängigkeit von der Temperatur 
verlaufen nicht geradlinig, sondern sind konvex zur t-Achse 
ekrümmt. 


Das Maximum der Ausdehnung 
oberhalb der kritischen Temperatur 
] Beim Wasser treten bei Drucken über 1300 kg/cm? Maxima 
der Ausdehnung auf, die bei etwa 1,18 der reduzierten Tempe- 
ratur T/T’, liegen (Fig. 9). Solche Maxima finden sich auch bei 
| Gasen?) auf den Isobaren der Ausdehnung. Für Drucke von 


) Kammerlingh Onnes und Mitarbeiter, Comm. Leiden 
70° Nr. 97. 99. 100. 1907. 

2) E.H. Amagat, Ann. de chim. et de phys. 6. S. 65. 1893: 
. H.M. Kr alnes ı u. V. L. Gaddy, Journ. Amer. Chem. Soe. 53. S. 394. 
1931. 
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i 100—200 Atm. treten sie deutlich hervor. Schon bei 300 Atm, 
werden sie sehr flach; bei noch höheren Drucken werden sie 
noch flacher und verschieben sich zu héheren Temperaturen, 

Die bei 100—200 Atm. deut- 


40 aps lich ausgeprägten Maxima liegen 
dy. | bei den reduzierten Tempera. 
Y 7 |  turen 1,08—1,24, also sehr nahe 
f J EN bei der reduzierten Temperatur 
£ | 2a des Maximums beim Wasser, 
| fi NL Das Maximum der Aus- 


+29 dehnung oberhalb der kritischen 
4 Temperatur scheint aber keine 
allgemeine Eigenschaft zu sein, 
= [x5 en denn beim Alkohol und Ather 


OBL o tritt es in jenem Temperatur- 
| Je % + intervall nicht auf. Ob es bei 

\.4 höherer Temperatur auftritt, 
x . . 

kann nicht entschieden werden, 

da diese Flüssigkeiten sich bei 
ll ities der reduzierten Temperatur von 
Fig. 9 1,38 bzw. 1,44 zersetzten. Die 


1. Wasser 2500 kg/em* Ausdehnungen dv/dt, bei denen 
2. Alkohol 2500 „ die Maxima liegen, sind aber 


sehr verschieden. Bei 100 Atm. 
5. Äthylen 100 ,, hat die maximale Ausdehnung 
6. Methan 100 ,, beim Methan den kleinsten 


„Wert: 0,48.10%, bei der Kohlen- 
säure: 18-10~4* und beim Athylen: 12.10*, während sie beim 
Wasser bei 2500 kg/cm? 35-10 beträgt. 

; Bei den Gasen H,, O,, N, nimmt die Ausdehnung zwischen 
0 und 200° mit steigender Temperatur ab. Das Maximum 
der Ausdehnung fiir diese Gase liegt dementsprechend unter- 


halb 


Das Maximum und das Minimum der Ausdehnungen 
unterhalb der kritischen Temperatur 


Ein zweites, aber flaches Maximum der Ausdehnungen in 
Abhängigkeit von der Temperatur findet sich bei kohlenstofi- 
haltigen Flüssigkeiten bei höheren Drucken im Intervall 
= = 0,58— 0,75.) Zwischen diesem Maximum und dem mit 

k 


1) P. W. Bridgman, Proc. Amer. 
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) Atm.# der Temperatur ansteigenden Ast der Ausdehnung muß ein 
en sie Minimum liegen. 


turen, Die Lage des Maximums und des Minimums 

deut- und die Ausdehnung in den ausgezeichneten Punkten 

liegen 

ıpera- | Maximum Minimum 

TT,  kg/em® dvjdt d 

asser, i¢ : | 0,0026 
Aus- Methylalkohol . . . ; 77 28 

sch Athylalkohol. ) 25 

k 7 Propylalkohol . . . 23 
cine i-Propylalkohol . . 7 : 

„sem, n-Pentan 

Ather § i-Pentan 

ratur- 

bei n-Heptan 

ftritt, n-Dekan | 

rden, Alle Anomalien der Ausdehnung verschiedener Flüssig- 


h bei keiten in Abhängigkeit von der Temperatur bei erhöhtem 
rvon Druck werden durch die Kurve der Fig. 10 wiedergegeben. 

Die Der Teil 1 dieser Kurve gilt für 
lenen § kohlenstoffhaltige Flüssigkeiten, für 
aber § die der Kurventeil 2 nicht realisiert 
Atm. # werden kann, weil sie sich in diesem 


nung Temperaturgebiet zersetzen. Der 
nsten E Teil 2 gilt für Gase, deren Aus- 
hlen- dehnungen bei höheren Drucken 
beim $ noch nicht in das Temperatur- 
chal gebiet des Kurventeiles 1 verfolgt pig. 10. Die Ausdehnungsisobare 
| sind. Beim Wasser, das über das unter- und oberhalb ¢, 
mui § weiteste Temperaturintervall unter- 
inter; sucht ist, ändert sich dv/dt oberhalb der kritischen Temperatur 
auf dem Kurventeil 2 und bei tieferen Temperaturen bis über 
das Minimum des Teiles 1. 

Die Volumenisobaren niederen Druckes können durch 
quadratische Gleichungen für weite Temperaturgebiete dar- 
gestellt werden; für Isobaren höheren Druckes ist das nicht 
mehr möglich, da Wendepunkte sowohl unterhalb der kritischen 
Temperatur wie oberhalb derselben auftreten, die auch bei 
Gasen nicht fehlen. 


Göttingen, Institut für physikalische Chemie. 


(Eingegangen 20. Dezember 1931) 
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Über magnetische Sättigung 
Von Ernst Czerlinsky 
(Mit 16 Figuren) 


s1. Einleitung 


wi ie schon Wilhelm Weber vermutete, müßten ferro- 
magnetische Substanzen eine ihrem Ferromagnetismus über- 
lagerte diamagnetische Suszeptibilität besitzen (Larmorprä- 
zession), die sich in sehr hohen Feldern, wenn das Material 
ferromagnetisch bereits merklich gesättigt ist, zeigen müßte. 
Die Größenordnung müßte etwa die des Wismuts sein. 
Das ursprüngliche Ziel dieser Arbeit war, diesen Dia- 
magnetismus eines ferromagnetischen Materials nachzuweisen 
und zu messen. Zu diesem Zwecke sollte ein ferromagnetischer 
Körper in einem starken Felde so weit gesättigt werden, daß 
bei einer weiteren Vergrößerung 
dieses Feldes seine ferromagne- 
| tische Suszeptibilität kleiner würde 
als die zu erwartende diamagne- 
- tische. Als Material wählten wir 
-- - Permalloy, da bei ihm bereits für 
6 ® sehr kleine Feldstärken praktisch 
- Sättigung erreicht wird. 

Die Versuchsanordnung be- 
stand aus zwei in Opposition ge- 
schalteten, vollkommen gleichen 
Spulen großer Windungszahl, die 

Fig. 1 symmetrisch zwischen den Pol- 

schuhen eines Elektromagneten 

angebracht waren (Fig. 1). Eine Feldänderung des Elektro- 
magneten ergab also bei leeren Spulen keinen Ausschlag 
im ballistischen Galvanometer G. Nun wurde der Permalloy- 
zylinder in eine Spule gelegt, ein starkes Feld erzeugt und 
der bei einer Feldänderung auftretende Ausschlag gemessen. 
Dieser Ausschlag ging mit wachsendem Felde gegen Null und 
nahm in ganz starken Feldern die entgegengesetzte Richtung 
an, d.h. der durch die Feldänderung erzeugte Kraftlinienfluß 
wurde im Permalloy kleiner als in der leeren Spule, wie es 
bei einem diamagnetischen Material zu erwarten war. 
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Verdächtig war allerdings, daß derselbe Versuch mit einem 
Eisenzylinder diesen Effekt in stärkerem Maße zeigte, trotzdem 
das Eisen noch nicht in dem Grade gesättigt war wie der 
Permalloyzylinder. Nun läßt sich aber zeigen, daß der beob- 
achtete Ausschlag bei genügend starken Feldern wegen der 
Zunahme des magnetischen Widerstandes der Permalloy- bzw. 
Eisenprobe auch dann schon negativ (d.h. im Sinne eines 
Diamagnetismus) ausfallen muß, wenn das Material noch ferro- 
magnetisch ist, und zwar liegt das daran, daß bei stärkeren 
Feldern verhältnismäßig mehr Kraftlinien durch die Spule 
gehen, in der sich die Probe nicht befindet. 

Deshalb führten meine Versuche zu keinem entscheidenden 
Resultate, und aus diesem Grunde muß eine vorläufige Ver- 
öffentlichung von Hrn. Prof. Gans!) über die ersten Ergebnisse 
meiner Beobachtungen zurückgenommen werden. 

Da ich das erwähnte Ziel nicht erreichen konnte, stellte 
ich mir die Aufgabe, die Gesetze zu studieren, nach denen 
ferromagnetische Materialien bei starken Feldern sich ihrer 
Sättigung nähern. 

Hierüber lagen bereits experimentelle Arbeiten vor, und 
zwar eine Untersuchung von Weiss?) an Eisen und Nickel, 
deren Ergebnisse er durch die Formel 


darstellen konnte (für H > 500 Gauss); a ist eine von der ther- 
mischen und mechanischen Behandlung abhängige Material- 
konstante. Diese Resultate bestätigt er in Feldern bis zu 
20000 Gauss durch spätere vervollkommnete Messungen’), 
denen er eine Genauigkeit von 1 Promille zuschreibt. 
Steinhaus und Gumlich untersuchen für verschiedene 
Materialien das Annäherungsgesetz 
3K, Ja 
in Feldern zwischen 1000 und 7000 Gauss. ®) (x in 


H 
K, Antangssuszeptibilitit). Sie finden gute Bestätigung für 


Stahl, Gußeisen, Heuslersche Legierung; auffallend sind die 


Abweichungen für weiches Eisen. | 
1) R. Gans, Die Naturwissenschaften 8. S. 184. 1930. R = u. 
2) P. Weiss, Journal de Physique 4. S. 373. 1910. 
3) P. Weiss u. R. Forrer, Annales de Physique 10. S. m1 1929, 
4) W. Steinhaus u. E. Gumlich, Verhdlg. d. D. — Ges. 1915. 
8. 271. 
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Die Umformung von (2) in 
3 J 1 4 
@) = Ja 


zeigt die Übereinstimmung mit der von Weiss gefundenen 
 Gesetzmäßigkeit (1). 
Die Messungen von Kapitza!) an Eisen und Nickel in 
extrem hohen Feldern zeigen, daß sich die Magnetisierungen 
ZUR beider Substanzen bei einer Meßgenauigkeit von 1 Proz. zwischen 
= 30000 und 300000 Gauss nicht mehr ändern. Sollte sich also, 
vr was man gelegentlich vermutet hat, der ferromagnetischen 
Bu. Sättigung eine dem Felde proportionale paramagnetische Ma- 
gnetisierung überlagern, so müßte sie kleiner als 6-10”5 H 
bzw. 2- 10”°® H sein. Auch seine Empfindlichkeit reicht also 
fal nicht aus, um den durch Larmorpräzession hervorgerufenen 
u Diamagnetismus zu entdecken. 

Außer diesen experimentellen Untersuchungen wurden auf 
Grund von theoretischen Überlegungen Formeln für das An- 
näherungsgesetz abgeleitet. Hier ist eine Beziehung von Gans?) 
zu nennen, die 


2 
3) 


=; 
(# +N 

lautet. (C und N sind Konstanten). Allerdings ist sie unter 

der Annahme abgeleitet, daß nur die irreversiblen Vorgänge 

berücksichtigt zu werden brauchen, die reversiblen dagegen 
vernachlässigt werden können, was gerade bei hohen Feldern 
bedenklich ist. 

Auf anderem Wege erreicht Akulov theoretisch die Dar- 
stellung des Annäherungsgesetzes; hierauf soll etwas näher 
eingegangen werden, da es für die Deutung unserer Versuche 
von Wichtigkeit ist. 

, Akulov nimmt zunächst an, daß in starken Feldern alle 
Einkristalle, aus denen das pseudoisotrope Medium aufgebaut 
ist, praktisch gesättigt sind. Dann gilt für die innere freie 
Energie f der Volumeinheit des im kubischen Gitter kristalli- 

= sierenden Kinkristalls 

(4) f = const + 2k(a,?a@,? + + a,” @,”), 


WO @,, @,, ¢, die Richtungskosinusse sind, welche der Magneti- 
sierungsvektor im Eiukristall mit den Hauptachsen bildet. 


1) P. Kapitza, Proc. Roy. Soc. A. 131. S. 243. 1931. 
2) R. Gans, Schriften der Königsberger Gelehrten Gesellschaft 


S. 59. 6. Jahrg. 1929. 
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k heißt „Anisotropiekonstante“ und ist für Eisen, bei dem die 
Richtungen der leichtesten Magnetisierbarkeit die Hauptachsen 
sind, positiv, dagegen für Nickel, das in der Richtung der 
Raumdiagonalen am leichtesten magnetisierbar ist, negativ. 


enen 
Aus der Formel (4) für die innere freie Energie und der 
1 in Bedingung für das magnetische Gleichgewicht folgt dann nach 
igen Akulov’) für das Annäherungsgesetz an die Sättigung 
shen 32 k? 1 
shen d. hi 
dH ~ 105J,° 
also Ist die Sättigung noch nicht ganz vollkommen, so daß die 
nen Magnetisierungszunahme bei Anwachsen des Feldes nicht nur 
durch Richtungsiinderung des Magnetisierungsvektors in den 
auf einzelnen Kristallen zustande kommt, sondern auch durch ge- 
An- ringe Zunahme des Absolutwertes, so ist (5) nach Akulov 
ns?) noch durch ein additives Zusatzglied zu vervollständigen und _ 
lautet dann 
aJ 
Die Anisotropiekonstante des Eisens habe ich nach den von 
iter Akulov?) mitgeteilten Formeln 
nge 4k 
gen Hy = Ho + — 1), 
ern 


- 2k 
| (7) + 37, (e+ Y2(1—e) 


che 
fiir verschiedene Temperaturen berechnet, wo 


lle 3 
; 
eie bedeutet, und zwar benutzte ich dazu die Messungen der 
lli- Magnetisierungskurven in den verschiedenen Richtungen des 


Einkristalls, die Honda, Masumoto und Kaya) ausgeführt 
haben. Ich erhielt die in Tab. 12 (vgl. auch Fig. 16) an- 
gegebenen Werte für k. Bei 20°C ist für Eisen 


sti- 
k = 2,13. 105. 


1) N.S. Akulov, Ztschr. f. Physik 69. S. 822. 1931. 

2) N.S. Akulov, Ztschr. f. rg 69. S. 78. 1931. 
aft 3) K. Honda, H. Masumoto, 8. Kaya, Se. Rep. of the Toh. Imp. 
Univ. I. Miirz 1928. S. ul 
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Für Nickel erfolgte die Bestimmung von k nach analogen 
Aus Messungen 


§ 2. MeBanordnung 
Die Apparatur besteht im Prinzip aus zwei in Serie ge- 
schalteten Primärspulen und zwei in diesen liegenden, in 
Opposition geschalteten Sekundärspulen mit großen Windungs- 
zahlen. Die Sekundärspulen sind an das ballistische Galvano- 
meter angeschlossen und so abgeglichen, daß eine Veränderung 
der Stromstärke im Primärkreis keinen Ausschlag im Galvano- 
meter hervorruft. Bringt man nun in eine Sekundärspule eine 
ferromagnetische Substanz und ändert die Stärke des Primär- 
stroms, so ist der nun auftretende Galvanometerausschlag nur 
durch die Magnetisierungsänderung der Substanz verursacht. 
Man kann so die kleine Magnetisierungsänderung, die das in 
einem starken Felde fast gesättigte ferromagnetische Material 
bei einer Felderhöhung erleidet, mit Sicherheit messen. 
Mit dieser Anordnung ist es möglich, die Weissschen 
Messungen an Genauigkeit zu überbieten. Weiss erreicht bei 
seinen mit größter 1 ausgeführten Messungen ?) eine 
Genauigkeit von 3/55) Jo. Er mißt ballistisch den gesamten 
Induktionsfluß 


B=H+4ad 


in einem Ellipsoid, indem er es mitsamt der ballistischen 
Spule aus dem Felde eines Elektromagneten herauszieht und 
bestimmt hieraus J(H). Diese Methode birgt vier Fehler- 
quellen: 

1. Nur ein Teil des Galvanometerausschlages rührt von 
der Magnetisierung der Probe her; je näher wir der Sättigung 
sind, desto kleiner ist dieser prozentuelle Anteil. 

2. Luftlinienkorrektionen sind zu berücksichtigen. 

3. Der Einfluß der Probe auf die Polflächen ist zu be- 
rücksichtigen (magnetische Influenz); durch diese Influenz ist 
das Feld nicht sicher bekannt, und es ist nicht gleichférmig, 
da der Kraftlinienverlauf bei Einbringen der Probe zwischen 
die Polschuhe gestört wird. 


1) S. Kaya, Se. Rep. of the Toh. pr van. I. Juni 1928. S. 639. 
Ey Weiss u. R. Forrer, a.a.O 
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4. Es können nur Proben von kleinen Dimensionen ver- 
wandt werden, wodurch die Empfindlichkeit vermindert wird. 

Durch die Anwendung der Differentialapparatur vermeiden 
wir 1. und 2., durch Verwendung von Ellipsoiden in freier 
Spule 3. und 4. 

Wir erreichen allerdings in der freien Spule nur magneti- 
sierende Felder bis zu 2500 Gauss. Jedoch ergab es sich, 
daß dieser scheinbare Nachteil unserer Anordnung sich als 


> ge- recht vorteilhaft erwies, da der Verlauf der Magnetisierungs- 
‚ in § kurven gerade in dem von 
Ings uns studierten Feldbereich 
ano- recht interessante Auf- ame 
rung schliisse über den Magne- 
ano- tisierungsvorgang ergab. 
eine Auf das spezielle 
mär- Schaltschema soll nun 5 
nur näher eingegangen werden ™ 
cht. (vgl. hierzu Fig. 2). Die r 
s in Apparatur setzt sich aus 
drei Teilen zusammen: 
a) Im Primärkreis (I) 
chen § liegen die Spulen P, und ws 
bei P,. In P, wird das magne- en 
eine tisierende Feld H erzeugt. 
aten b) Die Spulen S, und S, des Sekundärkreises (II) sind 


in die Mitten der Primärspulen fest eingesetzt. Sie liegen 
am ballistischen Galvanometer G, die Summe ihrer Widerstände 
überschreitet um weniges den aperiodischen Grenzwiderstand 


hen (4750 2) des verwendeten Siemens-Drehspulgalvanometers. Die 
und Spule S, ist zur Aufnahme der Materialprobe bestimmt, ihre 
ler- u ist klein gegen die von P.. 


) Die Spulen P,’ und P,’ des Tertiärkreises (JJ) sind auf 
von gewickelt. In P,’ "wird das Zusatzfeld 4H erzeugt. 


ung Die Abmessungen der "Spulen sind in Tab. 1 angegeben. 
Tabelle 1 
be- Lä Innerer | Äußerer Draht-4 Win- Wider- 
ist Spule — 0) (0) in dungs- stand 
in em in em 2 


in em 


logen 
ngen 
= 
y an 
_ 
| 
hen P, 40 3,7 13,5 2 3348 a,” 
P, | 30 | 16 16 2 374 i ee 
539. 6 2,32 3,10 | 0,09 | 21000 4765 
S, | 20 12 155 | 05 6474 250 


P,: H, =(102,7440,15)¢ 
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_ Die Spulen P,, P,’ und S, bilden das Kompensationsaggregat; 
sie sind so dimensioniert, daß eine Änderung der Stromstärke 


Ex im Primär- oder Tertiärkreis bei leeren Sekundärspulen keinen 
. Ausschlag im Galvanometer hervorruft. Sie sind den mit 
re ihnen in Serie geschalteten Spulen P,, P,’, S, des Meß- 
aggregates nicht geometrisch gleich, einerseits, um mit den 
zur Verfügung stehenden Hausbatterien ein möglichst großes 
Feld H zu erreichen und andrerseits, um den größten Teil 
des Widerstandes des Sekundärkreises nutzbringend in S, ver- 
wenden zu können. 


Eine vollkommene Kompensation ist nicht durch Ab- 
gleichen der Windungszahlen der Spulen zu erreichen; deshalb 
wurden die Spulen S, und P,’ (mit kleinen Windungszahlen) 
in den Sekundär- bzw. den Tertiärkreis eingesetzt und drehbar 
in der Nähe des Kompensationsaggregates aufgestellt. Bei 
‚geeigneter Stellung dieser beiden Spulen erreichen wir es nun, 
daB das Galvanometer unbeeinflußt bleibt von jeglicher Strom- 
änderung der Kreise I und II1. 

Im Galvanometerkreis liegen außer S,, S, und S, noch 
die eine Seite des Normals der Gegeninduktivität und ein 
Stromschlüssel zum Kurzschließen des Galvanometers. Geeicht 
wurde in üblicher Weise mit Hilfe der Gegeninduktivität. 

Das Galvanometer mit der halben Schwingungsdauer 
8 Sek. stand 220 cm entfernt von der Skala. 

Die Bestimmung der Spulenkonstanten für P, und P/ 
erfolgte mit einer in S, eingeführten Meßspule von 6 cm Länge 
und bekannten Dimensionen. So ergab sich, wenn man 7 in 
Ampere mißt, für 

H,=( 10,40 +0,04. 
Die beiden Spulenaggregate waren getrennt voneinander in 
Zinkwannen aufgestellt. Als Kühlflüssigkeit wurde Petroleum 
verwandt, das zu jeder Spule innen und außen Zutritt hatte. 
Die Abführung der entwickelten Wärme erfolgte durch 
Schlangenrohre aus Kupfer, die in das Petroleum eingesetzt 
und an die Wasserleitung angeschlossen waren. 

Großer Wert wurde selbstverständlich auf ausgezeichnete 
Isolation des Sekundärkreises gegen die übrige Apparatur gelegt. 


B. Das Untersuchungsmaterial 
Als Proben wurden die in Tab. 2 mit ihren Dimensionen 
aufgeführten Ellipsoide benutzt (a und b sind die große bzw. 
kleine Halbachse). 
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Tabelle 2 


Be- b Volumen Volumen 
Material zeich- | N (berechnet) (gemessen) 
nung ın cm in em? DR ¢ 
Niekell...... Ni Nr.1 9,70 | 0,500 |0,08914| 10,16 | 10,19 ar x 
Nickel 2...... INiNr2 9 20 0, ‚500 0, 08914 10,16 | 10,24 Ja 
Weiches Eisen!) | Fe Nr.1) 15,19 | 0,3995 0,02654 
Elektrolyteisen?) Fe Nr.2) 11,50 | 0,478 | 0,06257 11,01 10,66 
Permalloy?) ... | 10,50 | 9,998 | 0,2359 43,80 44,03 


Vier der Ellipsoide wurden in der Werkstatt des Institutes 
aus Zylindern gedreht. Die Übereinstimmung des aus den 
Dimensionen berechneten mit dem durch Wägungen in Luft 
und Wasser gemessenen Volumen gibt uns Gewähr für de 
Ellipsoidform der Probe. N bedeutet den Entmagnetisierungs- 
koeffizienten. 

Die von uns hergestellten Ellipsoide wurden im elektrischen 
Ofen ausgeglüht; der Ofen wurde während dieses Vorganges 
mit sorgfältig gereinigtem Bombenstickstoff beschickt. u 

Die beiden Nickelproben wurden nach mehrstündigem _ 
Glühen bei 500°C langsam abgekühlt. Messungen der Koerzitiv- 
kräfte zeigten, daß diese durch den GlihprozeB um etwa 
50 Proz. abgenommen hatten. 

Die thermische Behandlung des Permalloys verlangt eine © 
ganz besondere Sorgfalt. Nach stundenlangem Glühen bei | 


wir die folgende Analyse der Nickelproben (Tab. 3). 


Tabelle 3 


Material Co in °/, | Mn in °/, | Fe in °/, Lieferant 
Ni Nr. 1 0,2 0,3 0,13 Gebr. Griinebaum 
Vereinigte 
6) 
Ni Nr. 2 | 0,5 | 0,58 0,2 Deutsche Nickelwerke 


1) Hr. Prof. Gans hat mir dieses Ellipsoid freundlicherweise zur 
Verfiigung gestellt. 

2) Diese Materialien sowie das Ausglühen des Ellipsoids Fe Nr. 2. 
— ich der A. E.G. durch Vermittlung von Hm. Dr. J. Pfaffen- | 
erger. 
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C. Erginzungsmessungen 


Als wichtige Charakteristik nahmen wir die Kommutierungs. a 
kurven der Proben auf. Aus ihnen entnehmen wir die an- Se 
genäherten Werte für J. (Figg. 3 und 4). 


7700 
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4 da 
Fe 
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ge 
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| ul 
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7000 

m 

nz Die Anfangspermeabilitäten X, bestimmten wir nach Ent- 
magnetisierung der Proben mit dem Gumlich-Rogowskischen K 
Entmagnetisierungsapparat. M 
Die Koerzitivkräfte H, wurden mit dem im hiesigen b 
Institut konstruierten störungsfreien Magnetometer nach d 
Kohlrausch und Holborn gemessen. di 


| 
„an 


88 
f 
= 
4 
> 
- 
er 
- 
3 
Fr, 
N 
la 
7 
n= 
- 
+ 
a 
> 
he 
Zus 
un‘ 
. 
| w= 
= 
. 
A 
« 
N ‘ 


Fü ür Permalloy verbot sich leider die Messung der PR 
permeabilität infolge des großen Entmagnetisierungsfaktors. 


rungs. 
e an. Seine Sättigungsmagnetisierung betrug Js 850 = 


D. Genauigkeit und relative Empfindlichkeit alanis 
Bei kleinen Feldern H (300—1000 Gauss) sind der durch 
AH hervorgerufene Galvanometerausschlag bis auf 1 Proz. und 
das Feld H bis auf '/, Proz. genau bestimmt; bei großen 
Feldern wächst der Fehler auf 3 Proz. bzw. 1 Proz. an. 
Der Magnetisierungsänderung 4J entspricht ein Induk- 
tionsfluß, der durch 
47:2:4J9:Q,= (0 


gegeben ist, wenn Z die Windungszahl der Sekundärspule, 
On den mittleren Querschnitt des Ellipsoids über ihre Länge, 

den ballistischen Ausschlag in Millimetern und C die 
ballistische Galvanometerkonstante bedeuten; letztere hat den 


Zahlenwert 
C = 1,82-10°. 


Infolgedessen entspricht ein Ausschlag von einem Skalenteil 
einer Magnetisierungsänderung von | 


1,82 - 10° — Maxwell .. „ 
und 
1,82 - 108 Ber 
AJ = ~ 10 . 10-3 ——— für Elektrolyteisen. 


Nehmen wir eine Genauigkeit der Galvanometerablesung bis 
auf 0,3 Skt. an, so entspricht das einer relativen Genauig- 
keit von 

3.107 


500 6-10 für Nickel 


Tu 2.10 für 
während Weiss für seine Messungen als Grenze der Meß- 
möglichkeit 107°? angibt. 


nt- Zur Messung wurde das Ellipsoid nach vollständiger 
hen Kompensation der Ausschläge ohne Ferromagnetikum in die 

Mitte der Magnetisierungsspule eingeführt und das Feld H 
zen bei kurzgeschlossenem Galvanometer eingeschaltet. Nach Offnen 


ach des Kurzschlusses wurde das Zusatzfeld 4H kommutiert und 
der ballistische Ausschlag abgelesen, und zwar wurde 4H so 
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klein gewählt, daß Proportionalität des Ausschlages mit 4H 
bestand, und daß positive und negative AH die gleichen 
Ausschläge ergaben. Die Größe von AH lag — je nach dem 
Wert von H — zwischen 12 und 180 Gauss. Nach jeder 
Messung wurde nachgeprüft, ob die Kompensation noch voll- 
kommen war. 

Selbstverständlich stand die Empfindlichkeit des Galvano- 
meters dauernd unter Kontrolle. 


§ 3. Resultate 


A. Bei Zimmertemperatur 


pee Tabelle 4 Tabelle 5 
0... Fe Nr. 1 (vgl Fig. 5) Fe Nr. 2 (vgl. Fig. 5) 
H,= 3,25; K,= 6,1; J.= 1720; H,=1,08; K, = 20,5; J = 1720; 


t= 15°C t = 22°C 


1 aJ 1 aJ 
H _. 103 H om 
10 1 | 10°) + 10 
| 36,1 60,2 792 | 20,15 | 201 
| 27,2 44,1 860 15,70 22,6 
21,3 “6 12,10 17,35 
| 12,9 2.2 983 10,50 15,3 
9,85 15,5 1032 9,10 13,6 
5,36 894 101 8,60 13,0 
| 2,78 50 118 6,52 10,0 
| 2,71 4,95 2 1090 7,72 11,3 
| 1,70 338 1291 465 | 7,2 
1,55 Dr 3,92 | 6,44 
| ’ 
1,19 258 1567 2,56 | 4,60 
1,13 245 a) 1587 2,50 4,50 
1,07 228 = 2030 1,19 2,54 
1,03 2,25 2 460 0,67 1,81 
| 0,57 1,48 2 500 0,64 | 1,67 
Tabelle 6 Tabelle 7 
Ni Nr. 1 (vgl. Figg. 6 und 7) Ni Nr. 2 (vgl. Figg. 8 und 9) 


= 6,52; K, = 4,37; = 470; H, = 3,28; Ky = 6,9; J,, = 510; 
C 


T 


i 
3 
| 
| dH | H® | dH 
—— ee 297 382 30,75 295 391 29,2 
303 359 29,1 303 360 268 
. 332 26,9 314 | 323 
235 20,4 346 241 18,6 
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AH Tabelle 6 (Fortsetzung) Tabelle 7 (Fortsetzung) 
we. 1 4J 1 |dJ 
H |75-10%| 10 10 
oll- 381 | 181 16,2 348 | 238 18,3 
413 142 13,2 376 188 14,9 
no- 73 94,7 9,38 417 | 138 11,5 
603 45,6 4,97 418 137 11,5 
639 38,4 4,33 480 90,5 7,95 
648 36,9 4,17 591 48,4 4,63 
682 31,5 3,75 593 48,0 4,72 
784 20,8 2.69 709 28,1 2,95 
785 20,7 2,67 818 18,3 2,11 
848 16,4 2,22 821 18,1 2,04 
20: 853 16,1 2,20 884 14,5 1,75 
: 1 006 9,84 1,48 892 14,1 1,67 
“is 1010 9,71 1,46 964 11,2 1,40 
1100 7,51 | 1,20 973 10,9 1,38 
03 1110 7,32 : 
1181 6,07 | 7 ; 5 
1191 5,92 | 
1 228 5,40 | 
1 232 5,35 
1318 4,46 
1342 4,14 
1397 3,66 
1515 2,88 
1520 2,85 
1 628 2,32 
1645 2,24 | 
1 767 1,81 | 
1 788 1,75 | 
2076 1,12 | 
2.080 1,11 | 
Permalloy (vgl. Fig. 10). 
1 | dJ 1 | dJ 
‚a » 1110 378 386 6,70 2,81 
66 230 7 426 5,50 2,35 
| 965 172 52,4 535 3,50 1,71 
96,6 107 32,7 633 2,46 1,34 
116 74,4 22,8 808 1,53 0,96 
137 53,3 15,8 1 003 0,995 0,74: 
160 39,1 12,0 1 200 0,695 0,60 
210 22,7 7,44 1 300 0,592 0,53 
271 13,6 4,80 1 780 0,316 0,18 
324 9,53 3,55 pow 
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B. Die Temperaturabhingigkeit von dJ/dH 


Zur Ergänzung der vorstehenden Messungen wurden die 
Werte der Suszeptibilität bei verschiedenen Temperaturen 
aufgenommen. 

Bei aufrechter Stellung der Magnetisierungsspule wurde 
ein eingepaßtes Dewargefäß von 11 mm lichter Weite und 
45 cm Länge in die ballistische Spule versenkt, welches das 
zu untersuchende Material und Öl, Alkohol oder flüssige Luft 
der gewünschten Temperatur aufnahm. Verkupferte Dewars 
besaßen infolge von Eisenverunreinigungen des Spiegels 
magnetische Suszeptibilität, die sich der zu messenden über- 
lagerte. Daher wurden versilberte Gefäße verwandt. Durch 
Wiederholung der Messungen bei gewöhnlicher Temperatur 


Tabelle 9 
4 Ni Nr. 1 (vgl. Figg. 12 und 13) 


1 as 

C° H 10 3 | Ce H „1010| 103 

| .10 -10 | gx 10" | +10 

141 | 302 | 364 | 109 75 296 | 386 18,3 

a. 355 | 224 | 76 332 | 273 13,5 

ite = 396 | 161 | 5,81 371 | 196 10,3 
42 | 506 77,3 | 3,44 412 | 143 7,88 
es 622 41,5 | 226 523 70 4,60 
739 | 24,8 1,64 610 | 44 3,12 
ee 744 24,3 1,53 680 31,6 2,51 
ie 858 15,8 1,20 685 31,1 2,15 

Zn 1001 9,68 0,90 841 168 | 1,56 

es 1212 5,62 0,718 998 10,06 1,02 

: 143 | 1341 4,15 0,645 1091 7,69 0,91 
. 141 | 1660 2,18 0,560 1192 5,90 0,803 
= 2103 1,075| 0,530 1317 4,37 0,665 
—| 73 | 1676 2,13 | 0,462 
105 | 300 | 371 14,4 2097 1,085) 0,408 
423 132 6,36 2137 1,025 0,398 

532 66,4 3,56 
1,7 295 


G° 


119 


: 
f 
92 
= 
% 5 
= 
SIE 
= 
— 
10 
10. 
14: 
148 
140 
8 
8 
5 
5 
= 
= 
855 16,0 1,34 == m 
110 866 15. | 495 82,5 6,10 
577 52,0 4,22 | 
> | 184 1,12 729 | 258 2,53 
1019 9,46 | 0,928 4 | 
1111 7,30 | 0,819 844 16,6 1,73 
1368 391 | 0,620 97 10,1 1,20 
1673 | 2,13 0,478 
2133 103 | 0,406 | 
53 | 1660 2,18 0,43 
| | | 54 | 2114 1,06 | 0,295 
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Tabelle 10 


1 die Ni Nr. 2 (vgl. Fig. 14) 
turen 5 | 
1 ad 1 „100 dJ 
urde - - 
und 119| 297 382 11,8 79 296 386 15,0 
das 391 167 6,06 382 | 179 8,05 
Luft 607 44,7 2,29 606 44,9 2,66 
sie 1007 9,8 0,876 1005 9,87 | 0,925 
wars 1356 3,34 0,556 1355 4,01 0,560 
egels 1645 2,24 | 0,456 | 1632 2,30 0,420. 
iber- 2123 1,03 0,291 2102 1,08 0,272 
urch 
atur Tabelle 11 
Fe Nr. 2 (vgl. Fig. 15) 
yo 1.10% | 22.108] co | |1_.100| 42 «195 
10° 133! 1046 | 8,75 | 9,22 [+180, 753 | 23,4 
a 149. 1596 2,46 3,62 | 816 | 18,4 
3 148 2022 1,21 2,29 823 | 17,95 
5 146 2531 0,616 1,54 858 15,8 
38 84| 1046 8,74 11,4 oo 
30 1590 | 249 | zu | = 
81, 2000 1,25 2,54 | SS. 
? ’ 
12 2400 0,723 1.80 | 1040 | 8,90 
1 | 1100 | 7,50 
5 - a 1140 6,75 
6 -54| 796 | 198 31,2 
2 -59| 820 | 181 | 30,4 1164 6,34 
-56| 846 | 16,5 28,4 1224 5,45 
1 -52) 951 | 11,6 19,45 1284 4,95 
03 -59 993 | 102 172 12992 4,63 
65 1380 3,80 
62 -57| 1136 6,82 11,3 
08 -58| 1295 4,61 7,98 1474 3,21 
98 -50| 1301 454 | 9,41 1475 3,12 
-59| 1343 4,12 7,20 1582 2,52 
-58; 1476 | 3,10 5,76 | 1597 2,46 
| 1720 1,96 
-56| 1558 2,64 5,50 
) -60 | 1603 2,42 4,78 1743 1,89 
4 -58| 1695 205 | 4,20 1865 1,54 | 
| -57| 1708 2,02 4,09 - 2040 1.18 
-59| 2023 1,21 2,76 2050 1,16 
-60 | 2040 1,18 2,55 |-180) 2500 0,64 
3 wurde festgestellt, daß die Proben keine Veränderungen ihrer 


magnetischen Eigenschaften erlitten hatten. Die Temperatur- 
_ messung erfolgte mit dem Thermometer. Infolge des schlechten 
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Wärmeausgleichs in dem engen Gefäß war die Temperatur 
der Probe nur annähernd bestimmt, die Messungen haben 
daher nur orientierenden Wert. 


§ 4. Diskussion 

Die Messungen der Suszeptibilität an den beiden Eisen- 
proben sind in Fig.5 als Funktion von 1/H? aufgetragen, 
Es ergibt sich also durchaus innerhalb der Fehlergrenze eine 
lineare Abhängigkeit 
des dJ/dH von 1/H3, 
so wie es die Theorie 
von Akulov verlangt 
(vgl. die Einleitung), 
das heißt 

dJ b 
(6) 
und zwar ist für 

Fe Nr. 1: 

b = 15,2 - 108; 
a = 0,65 - 1073; 
Fe Nr. 2: 
Fig. 5 b= 14,0 - 10°; 
a = 0,85 - 107°, 
Aus den Werten b muß sich die Anisotropiekonstante k nac 
Formel (5) berechnen; es ergibt sich für 
Fe Nr. 1: k = 2,07 - 10°, 
Fe Nr. 2: k = 1,99. 105. 
Diese Werte für die Anisotropiekonstante des Eisens stimmen 
mit dem aus Messungen am Einkristall gewonnenen k = 2,13-10° 
recht gut überein. 

In Figg. 6, 7, 8,9 sind die Messungen an den Nickel- 
proben von Tab. 6 und Tab. 7 als Funktion von 1/H? auf- 
getragen. Berechnet man dJ/dH nach der Formel 

dH a 


(8) 


N 
N 


mit a, b und c als Konstanten, so erhält man die ausgezogenen 


Kurven. Wir finden so für 

adJ _ 811.10 3640 
| Ni Nel: (H + 1224)? ’ 

Ni Nr. 2: (H + 1898 
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und zwar zeigt sich, daß, wenn man die Konstanten a und c 
weitgehend variiert, b merklich denselben Wert behält. 

sich die Anisotropiekonstante des 
Nickels nach (5) und (8) mit den Sättigungen J, = 470 


Aus b berechnet 


bzw. Jo = 510 zu 


k = — 2,50 - 10% 
für Ni Nr. 1 
und 
k = — 2,33 - 104 
für Ni Nr. 2, 
Diese Werte für die 
Anisotropiekonstante 
stimmen zahlenmäßig 
mit dem aus Ein- 
kristallmessungen er- 
rechneten — 2,56 - 104 
gut iiberein. (Diesem 
letzteren miissen wir 
allerdings das Vor- 
zeichen von k ent- 
nehmen, da wir es 
nach unserer Metho- 
de nicht bestimmen 
können.) 

Die Krümmung 
der Kurve für Nickel, 
im Gegensatz zum 
Eisen, ist durch un- 
sere Messungen sicher- 
gestellt. Da sich aber 
der dieser Krümmung 
entsprechende Term 
in Gl.(8) erst bei den 
höheren Feldern be- 


50 


7 


Fig. 7 


merkbar macht, so ist der Verlauf der Größe dJ/dH als 
Funktion von 1/H? für nicht zu große Felder, wie oben 
gesagt, schon durch die Konstante b gegeben. 

Das Resultat von Kapitza, daß die Magnetisierung des 


Nickels zwischen H = 30 000 


und H = 300000 Gauss um 


weniger als 1 Proz. anwächst, ist nicht in Widerspruch mit 


den Zahlenwerten unserer Formel (8). 


Wir berechnen für 


diesen Feldbereich das Integral von dJ/dH über H nach (8’) 


und finden 
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für NiN r. 1 

und 

J 300.000 — J30000= 0,026 
fiir Ni Nr. 2. 


Meine Versuchs- 
anordnung ergibt zwar 
nicht direkt J, son- 
dern dJ/dH; wm 
aber festzustellen, wie 
weit sich die gemesse- 
nen Magnetisierungen 
bereits der Sättigung 
nihern, braucht man 
nur die beobachteten 
dJ/dH-Werte der 
Nickelproben mittels 
der Formel (8) über H 
zu integrieren und fin- 
det, daß bei 300 Gauss 


z = 98,53 Proz. 
für Ni Nr. 1, 
J = 98,94 Proz, 


für Ni Nr. 2. 


Für Permalloy ist 
die Feldabhängigkeit 
des dJ/dH eine ganz 
andere. Wir finden 
(vgl. Fig. 10) 
dJ _ 302 


d.h. ein Annäherungs- 
gesetz, wie es von 
Weiss und an eini- 
gen Materialien von 
Steinhaus und 
Gumlich gefunden 
worden ist. Setzen 
wir die Gültigkeit der 
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Formel (2’) voraus, so können wir K, aus (2°) und (9) berechnen 
und finden 


K, = 798. 


0 
Dieser Wert für die Anfangssuszeptibilität stimmt überein mit 
den an Permalloydraht gemessenen Werten.') Leider konnten 
wir selbst die Anfangssuszeptibilität des Permalloys wegen 
der Form unserer Probe nicht messen. 
Bei weichem Eisen stellten Steinhaus und Gumlich 
fest, daß ihr Annäherungsgesetz nicht gilt. Tragen wir dieses 
in der aus (2’) folgenden Form 


3K, H 


mit den fiir dieses Material geltenden Zahlenwerten 9 
Jo = 1710 
K,= 3,1 
in Fig. 11 auf (Kurve II), so zeigen sich deutlich die Ab- 
weichungen von den beobachteten Werten (x x x). Der besseren 
Übersicht halber wurde log H als Abszisse gewählt. 

Wir können nun ihre Beobachtungen mit guter Näherung 
darstellen durch die aus unserer Formel (8) durch Integration 
folgende Beziehung 

Fre)’ 


1) H.D. Arnold u. G.W. Elmen, Journ. of the Franklin Inst. 1%. 
$. 621. 1923. 
‘ 


2) W. Steinhaus u. E. Gumlich, a.a. O., S. 283. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 13. 
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mit 


b = 17,44. 108, 
Jeo = 1710, 

a= 1525, 

c = 3537 
ist sie durch Kurve I 
dargestellt. 


Aus 5b erhalten 
wir für die Aniso- 
tropiekonstante 

k = 2,22. 105, 

d. h. wiederum ge- 
nähert den aus Mes- 
sungen an Einkristal- 
len bekannten Wert. 

Die Messungen 
der Suszeptibilität bei 
verschiedenen Tempe- 
raturen sind, wie er- 
wähnt, nur qualitativ 
auszuwerten. Die in 
Figg. 12, 13, 14 auf- 
getragenen Resultate 
für Nickel zeigen, 
daß die Anisotropie- 
konstante mit Er- 
höhung der Tempe- 
ratur kleiner wird. 
Hingegen wächst der 
durch die Form 

a/(H + 
dargestellte Teil der 
Suszeptibilität, der 
erst bei unseren stärk- 
sten Feldern merklich 
wird. So entstehen 
die Schnittpunkte der 
dJ/dH-Kurven. In 
kleinen Feldern wird 
die Suszeptibilität bei 
Erhöhung der Tem- 
peratur kleiner, in 
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E. Czerlinsky. Über magnetische Sättigung 9 


großen Feldern wächst sie dagegen mit der Temperatur. 
Diese Umkehrung der Temperaturabhängigkeit ist in Über- 
einstimmung mit Messungen von Weiss und Forrer an 
Nickel.?) 

Bei Eisen (Fig. 15) zeigt sich der gleiche Gang der Tempe- 
raturabhängigkeit der Anisotropiekonstanten. Die Messungen bei 
der Temperatur der 


urve | 
flüssigen Luft zeigen | 
halten anscheinend Abwei- 
Aniso- chungen von dem üb- 
lichen Kurventypus, 
)5 die sich nicht durch 
MeBfehler erklären 
lassen. 
Mes- In Tab. 12 sind 
ristal- die aus Fig. 15 be- 
Wert, stimmten Werte für 
ingen die Anisotropiekon- 
it bei stante bei verschiede- 
7m pe- nen Temperaturen t 
e er zusammen mit den 
itativ nach Einkristall- 
= rn messungen am Eisen berechneten Werten angegeben. 
auf- 
ıltate Ei Tabelle 12 (Fig. 16) 
igen, . 
opie- kPolykristall kyinkristall 
Er- 10° 2,18 - 105 
mpe- | 1,93 
wird. 2 | 
; der 1,03 
0,65 
0,26 
der k für Eisen 
der + + berechnet aus kinkristallmessungen 
ärk- oo . » Polykristallmessunger 
In | | i 
bei Fig. 16 
em- 


in » Annales de Physique 5. S. 188. 1926. 
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Die Übereinstimmung der nach den beiden Methoden 
gewonnenen Werte fiir die Anisotropiekonstante und deren 
Temperaturabhängigkeit zeigt Fig. 16. 


Es sei mir gestattet, Hrn. Prof. R. Gans meinen er- 
gebensten Dank auszusprechen für die Anregung zu dieser 
Arbeit und seine wertvolle Unterstützung bei ihrem Fortgang. 

Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft danke 
ich, daß sie durch Bereitstellung von Mitteln die Unter- 
suchungen gefördert hat. 


Königsberg, II. Physikalisches Institut, 10. Dez. 1931. 
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Zusatz bei der Korrektur 
4 I. Es ist wohl genügend klar geworden, daß die beiden Summanden fe 
in Formel (8) zwei verschiedenen physikalischen Vorgängen entsprechen, b 
die durch Messungen in geeigneten Feldbereichen voneinander getrennt 
werden können. Uns hat in dieser Arbeit nur der erste durch b-H~* Z 
dargestellte Vorgang interessiert. Es sei der Deutlichkeit halber er- zi 
wähnt, daß der analytische Ausdruck des zweiten Vorganges a (H + c)~* 
nur den Charakter einer rein empirischen Formel hat. 
II. Die Formel (5) bedarf noch einer kleinen Anderung, auf die 
erst eingegangen werden kann, wenn das Verhalten ferromagnetischer 
Einkristalle genauer als bisher dargestellt worden ist. Auf diesen Punkt S 
kommen wir in Kürze zurück. 7 1 
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bei der Pen 
Von E. Rupp 
(Aus dem Forschungsinstitut der AEG.) 
(Mit 3 Figuren) 


Die vorliegende Untersuchung gliedert sich in die folgenden Ab- 
schnitte: 

1. Überblick über die experimentellen Ergebnisse, bei denen Inter- 
ferenzen mit verbotenen Reflexionen und mit halben Ordnungszahlen 
aufgetreten sind. 

2. Die bisherigen Deutungsversuche der halbzahligen Interferenzen. 

3. Diskussion der an einem Kristallstufengitter möglichen Inter- 
ferenzen (Tiefenreflexionen, Oberflichenreflexionen und Kombinationen 
beider). 

4. Neuindizierung der von Laß und Rupp an der Basis von 
Zink gefundenen Beugungsmaxima, ohne die Annahme halber Ordnungs- 
zahlen. 


1. Überblick über die beobachteten verbotenen Reflexionen 


Bei der Beugung langsamer Elektronen sind Abweichungen 
gegenüber der Röntgenstrahlbeugung beobachtet worden, die 


in dem Auftreten verbotener Ordnungen, halbzahliger Ord- 
nungen und im gleichzeitigen Vorhandensein eines endlichen 
inneren Potentials zusammen mit E,= 0 bestehen. 

Verbotene Ordnungen sind besonders an lonenkristallen 
in großer Zahl beobachtet worden), und zwar sowohl bei den 
Versuchen mit langsamen wie mit schnellen Elektronen. So 
fanden mit schnellen Elektronen M. Ponte?) an MgO und 
F. Kirchner?) an MgO und NaF Debye-Scherrerkreise der 
verbotenen Ordnung (111). 

Auch an Metallkristallen, so an Kupfer‘) und an Wolf- 
ram) wurden verbotene Reflexionen gefunden. Mit schnellen 
Elektronen hat O. Eisenhut®) an Gold Reflexionen der ver- 
botenen Ordnung (100) festgestellt. Die Erscheinung ist also 
auch hier nicht auf langsame Elektronen beschränkt. 


1) M. v. Laue u. E. Rupp, Ann. d. Phys. [5] 4. 8. 1097. 1930. aed 
2) M. Ponte, Ann. de phys. 13. S. 395. 1930. ; 

3) F. Kirchner, Phys. Ztschr. 31. S. 1025. 1930. 

4) E. Rupp, Ann. d. Phys. [5] 5. S. 453. 1930. 

5) W. Boas u. E. Rupp, Ann. d. Phys. [5] 7. 983. 1930. 


6) O. Eisenhut, Verh. d. D. Phys. Ges. S. 7. 1931. ee 
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Reflexionen mit halben Ordnungszahlen zeigten sich zum 
erstenmal bei den Versuchen von C.J. Davisson und L.H. 
Germer.') Für die Metalle Nickel, Eisen, Kupfer und Wolf- 
ram konnte der Nachweis erbracht werden, daß die halben 
Ordnungszahlen mit einer Wasserstoffbeladung des Kristalls 
zusammenhängen. 2) 

Durch die Ergebnisse der Untersuchungen von H. E. 
Farnsw gen, an Kupfer und Silber und von J. Laß und 
E. Rupp‘) an Zinkeinkristallen ist die Frage nach den halben 
Ordnungszahlen noch dadurch komplizierter geworden, daß 
Reflexionen mit einem endlichen inneren Potential zusammen 
mit E,= 0 gleichzeitig beobachtet wurden. 


2. Bisherige Erklärungsversuche 
zur Deutung der halben Ordnungszahlen 


a) Halbzahlige Reflexionen bei ag: 


Davisson und Germer haben die halbzahligen Maxima, 
die von ihnen bei Gasbeladung an der Oberfläche eines Nickel- 
einkristalls beobachtet wurden, durch die Annahme zu erklären 
gesucht, daß in das Netz der Metallatome im Abstand d Gas- 
atome im Abstand 2d eingelagert werden. 

Die von Rupp untersuchten Fälle einer Wasserstofi- 
einlagerung in das Raumgitter können in ähnlicher Weise 
zwanglos als Einlagerung eines Gaskristalls mit der Gitter- 
konstanten 2a in einen Metallkristall der Gitterkonstanten a 
gedeutet werden, denn es wird durch die Versuche von 
A. Coehn®) nahegelegt, daß es die Protonen sind, die in das 
Gitter eingelagert werden. Hierbei findet eine Polarisation 
der Atome®) statt, so daß die Protonen nur jeweils jede zweite 
Netzebene besetzen können. 

Für Ionenkristalle versagt jedoch diese Erklärung. 


b) Halbzahlige Maxima als Kikuchilinien 


G.P. Thomson‘) hat bei der Beugung schneller Elek- 
tronen an Ionenkristallen neben den gewöhnlichen Reflexionen 


1) C. J. Davisson u. L. H. Germer, Phys. Rev. 30. S. 705. 1927. 

2) E. Rupp, Ann. d. Phys. [5] 5. S. 453. 1930. 

3) H.E. Farnsworth, Phys. Rev. 35. S. 1131. 1930; 37. S. 1017. 
1931. 

4) J. Laß u. E.Rupp, Ann. d. Phys. [5] 11. S. 611. 1931. 

5) A. Coehn u. W. Specht, Ztschr. f. Phys. 62. S. 1. 1930. 

6) Auf diese Möglichkeit bin ich von Hrn. R. Becker aufmerksam 


gemacht worden. 
7) G.P. Thomson, Proc. Roy. Soc. 133. S. 1. 1931. Miva 
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Kikuchilinien gefunden und daraus geschlossen, daß in der 
Untersuchung von v.Laue und Rupp solche Linien das Vor- 
handensein halber Ordnungszahlen vorgetäuscht haben. Tat- 
sächlich ist es bei elektrischer Vermessung der Beugungs- 
maxima nicht möglich, zwischen einem Beugungspunkt und 
einer Beugungslinie zu unterscheiden und in der genannten 
Untersuchung mögen in einigen Fällen!) Kikuchilinien als 
halbzahlige Reflexionen gedeutet worden sein. 

Diese Erklärung kann jedoch nur für wenige halbzahlige 
Interferenzen zutreffen. Die Reproduzierbarkeit der Maxima 
an verschiedenen Kristallindividuen mit ganz verschiedener 
zufiilliger Begrenzung bleibt sonst unverständlich. Ebenso 
berichten v. Laue und Rupp?) von Messungen an KCl (100), 
bei denen eine Würfelkante einmal der Einfallsebene parallel 
stand, das andere Mal einen Winkel von 45° mit dieser Ebene 
bildete, ohne daß dadurch Beugungsmaxima bei verschiedenen 
Voltlagen gefunden wurden. Durch die Untersuchung von 
W. Dames’) an den nicht kubischen Kristallen Kalkspat und 
Aragonit bei Variation des Einfallswinkels ist fernerhin nach- 
gewiesen, daß die halbzahligen Interferenzen sich bei Ande- 
rung des Einfallswinkels in genau gleicher Weise verschieben 
wie die ganzzahligen, was bei Kikuchilinien unmöglich wäre. 

Wir können zusammenfassen: Außer für die möglichen 
Fälle, wo Protonen sich in das Metallgitter einlagern, ist bisher 
keine befriedigende Erklärung der halbzahligen Interferenzen 
gegeben worden. 


3. Über die Interferenzen an einem Kristallstufengitter 


Im folgenden soll durch eine elementare Rechnung gezeigt 
werden, daß an einem Kristallstufengitter Interferenzen auf- 
treten können, die innerhalb der Fehlergrenzen der bisherigen 
Messungen mit halbzahligen Reflexionen zusammenfallen. 
Ebenso wird das gleichzeitige Auftreten von Interferenzen mit 
E,=0 und E,+ 0 verständlich. 

Der Kristall wird im allgemeinen nicht durch eine ein- 
zige Netzebene begrenzt sein, sondern er wird stufenförmig in 
Kristallschollen auseinander brechen, besonders leicht natur- 
gemäß an Spaltflächen. Ein solches Kristallstufengitter hat 
im einfachsten Falle die in Fig. 1 gezeichnete Gestalt. 


1) Man vgl. die starke Intensität der Reflexion » = 2,5 in der dor- 
tigen Fig. 3 mit den anderen Reflexionen. 

2) M. v. Laue u. E. Rupp, a. a. O., S. 1103. 

3) W. Dames, Ann. d. Phys. [5] 12. S.185. 1932. 


TE 


4 
a 
Laue 
= 
| 
fa! 
> 
ima, „A 
kel- 
iren = 
al 
FAS- 
a 
toft- 
. 
e1se 
ter- 
na 
von are 
on | 
tion 
elite 
3 
lek- pom 
nen 
27 
7 
)17. 
sam 
eis 


104 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 13. 1932 


ona Fallt auf das Kristallstufengitter ein Elektronenbiindel 

auf, so werden sowohl Reflexionen an der Oberfläche wie im 

ristallinneren vorkommen. Ganz allgemein wird der Gang- 
unterschied zweier Strahlen 
durch die Gleichung 


nia P 
=Acos# + Bu cos &, 


gegeben sein, wenn n, A und 
B ganze Zahlen, # der Ein- 
fallswinkel im Vakuum, #, 
Fig. 1. Reflexionen der Einfallswinkel im Medium 

an einem Kristallstufengitter mit dem Brechungsindex u 
und mit dem Netzebenen- 

abstand d bezeichnen. Zwischen u und dem inneren Poten- 


tial E, soll die Beziehung u = mtl bestehen (U = Volt- 
geschwindigkeit der Elektronen). 

Allgemein er daher 


An Hand der is Pith wir die einfachsten Fälle 
heraus. 

1. Es interferiert Strahl 1 mit 2. Hierbei entstehen 
Interferenzen gemäß der erweiterten Braggschen Beziehung 

Er 

(1) (3) — U cos* #. 

Das ist der gewöhnliche Fall, wie er mit langsame 
Elektronen sowohl für Metalle wie für Ionenkristalle beob- 


achtet wird. E, kann unabhängig von der Wellenlänge sein 
oder es kann ein Gang mit der Wellenlänge nach Art einer 
Dispersion auftreten; n ist ganzzahlig, E+0. Vgl. Tab. 1 

2. Es interferiert Strahl 1 mit 3. Hierbei treten Kombi- 
nationen von Oberflichen- und Tiefenreflexionen an der Kri- 
stallstufe auf. Der Gangunterschied ist allgemein = 


A’ cos + (A’+ 2 B’)u cos 3 
An Stelle der Gl. (1) tritt jetzt für den Fall 4’= B’=1 die 
kompliziertere 


(2) E= > (3) -% 150 yo. cos ZU 
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tindel Während in Gl.(1) U cos? # = const!) ist, gilt jetzt 


u I U cos? # + 7 VU cos # = const (y eine zweite Konstante). 
rn Für E, = 0 entstehen Interferenzen mit dem Netzebenen- 
—s abstand 2d, oder anders ausgedriickt, es entstehen scheinbare 
halbzahlige Interferenzen. Für EK, +0 können unter Um- 
on ständen ebenfalls Interferenzen entstehen, die sich innerhalb 
an der Fehlergrenzen der Versuche durch Gl. (1) mit halben Ord- 
= nungszahlen n beschreiben lassen. Vgl. Tab. 4. = 
Ein- Diese Kombinationen von Überflächen- und Tiefen- 
“ts reflexionen an einer Kristallstufe werden jedenfalls unwahr- 


scheinlicher sein als die Fälle 1 und 3. Die Intensität dieser 
ad Interferenzen wird daher hinter denen von 1 und 3 zuriick- 
stehen. 

3. Es interferiert Strahl 1 mit 4. Hierbei entstehen Re- 


dium 


— flexionen am Stufengitter mit E, = 0 unter Gültigkeit der ge- 
Volt- wöhnlichen Braggschen Gleichung 
(3) nA=2dcos#. 
Solche Reflexionen sind bereits von Davisson u. Germer 
beobachtet und in gleicher Weise gedeutet worden. Vgl. Tab. 2. 
>, 4. Es interferiert Strahl 1 mit 5. Hierbei treten Kombi- 
nationen von Öberflächen- und Tiefenreflexionen mit dem 
“lle Gangunterschied at = 2A’ cos ++ 2 Bu cos #, auf, die für 


hen den Fall 4’= B’=1 durch die Gleichung 


beschrieben werden. Wiederum ist wie in Gl. (1) U co? = 
const. Für E,= 0 entstehen wie in Fall 2 Interferenzen mit 
nen halben Ordnungszahlen. Daß auch für E,+ 0 mit guter An- 
ob- näherung Interferenzen entstehen können, die innerhalb der 


ein Fehlergrenzen mit halbzahligen Interferenzen nach Gl. (1) zu- 
ner sammenfallen, lehrt die folgende Umformung der Gl. (4) 


Es gilt: 


| 2, 1\? 150 ( n 

(4a) Ey (3 (=) 150) ~ 7 (37) — U cos* #. 
In (4a) erscheint auf der rechten Seite bis auf !/, vor 

derselbe Ausdruck wie in Gl. (1). In sehr vielen experimente 


150 

lie nämlich dann, wenn n>d und E,< 10 ist. D.h. aber: legt 
man wie üblich die Gl. (1) der Auswertung zugrunde, so werden 
viele Interferenzen der Kombination 4 sich innerhalb der Ver- : { 


verwirklichten Fallen ist nun (<) E, klein gegenüber le 


1) D. h. unabhängig von $ und U. 
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suchsfehler durch halbe Ordnungszahlen beschreiben lassen, 
Es ist sehr wahrscheinlich, daß solche Interferenzen an den 
 Spaltflächen von Ionenkristallen mit großer Häufigkeit vor. 
kommen. Für Metallkristalle vgl. Tab. 3. 

Die Intensität der Interferenzen nach 4 wird wahrschein- 
5 a kleiner sein als die nach 1 und 3, aber größer als die 
2, 


Ep Mit diesen 4 Fällen sind die wichtigsten Kombinations- 
möglichkeiten der Reflexionen an einem Kristallstufengitter 
erschöpft. Doch seien noch die anderen Kombinationen der 
Fig. 1 durchdiskutiert. 

5. Es interferiert Strahl 2 mit 3. Die Interferenzen 
werden, entsprechend dem Gangunterschied 


nh > 
= cos + woos 


beschrieben durch 
(5) Ey = 150 (5) — 2150+ + cos 


welche Gleichung für E,= 0 in die Braggsche Beziehung (3) 
übergeht. Für das Problem der halben Ordnungszahlen 
bietet sie also nichts neues. 

6. Es interferiert Strahl 2 mit 4. Dieser Fall führt auf 
die gleiche Interferenzgleichung wie Fall 4. Für E, = 0 tritt 
jedoch Spiegelung an derselben Ebene ein. 

7. Es interferiert Strahl 2 mit 5. Es entstehen Inter- 
ferenzen mit E,= 0 gemäß der gewöhnlichen Braggschen 
Beziehung (3). 

8. Es interferiert 3 mit 4. Führt auf Gl. (2). 

9. Es interferiert 3 mit 5. Führt auf Gl. (5). 

10. Es interferiert 4 mit 5. Fällt zusammen mit Fall 1. 
In Fig.2 sei noch ein Sonder- 


od 7 fall behandelt. Aus der Kristall- 

tläche sei gerade ein Elementar- 

al kristall herausgenommen und der 

17 Strahl werde einmal an der Ober- 

=. fläche, zum anderen an der zweiten 

Fig. 2. im Inneren liegenden Netzebene re- 

Sonderfall der Reflexion flektiert. Dieser Sonderfall dürfte 

jedoch kaum Bedeutung haben. 

Fall 11. Es interferiert Strahl 6 mit 7. Es entstehen 

Interferenzen gemäß Gl. (1), aber mit dem Abstand 2d, also 
mit halben Ordnungszahlen.!) 


 ferenzen des Falles 11 natürlich ausgelöscht. 


7 Dr 1) Falls gleichzeitig auch Fall 1 vorkommt, werden die Inter- 
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Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten dieses Falles 
wird offenbar größer mit wachsendem Einfallswinkel, doch 
läßt sich nicht sagen, ob irgendwelche halbzahligen Maxima 
auf das Schema der Fig. 2 zurückzuführen sind. 


4. Neuindizierung der Interferenzen an Zink’) 


Im folgenden soll gezeigt werden, daß alle an der Basis 
von Zink beobachteten ‘Interferenzen sich zwanglos durch Re- 
flexionen der Fälle 1—4 erklären lassen, ohne daß halbe Ord- 
nungszahlen herangezogen zu werden brauchen. Dazu sind 
die früheren Messungen in den Tabellen 1—4 neu ausgewertet 
worden. Bei der Berechnung des Korrektionsgliedes nach 
Gl. (4a) ist E,= 16 angenommen worden. 

Die gemessenen 57 Maxima lassen sich alle bis auf eines 
dem Zink zuordnen. 

11 Maxima lassen sich durch EK, = 16 + 17 als Tiefen- 
reflexionen gemäß der Gl. (1) erklären. Tab. 1. 


Maxima an Zink Basis) 


Tiefenreflexionen E,= 16,0 + 


15° 17,5° 36° 30° | 27.5° 30° 35°. | 35° 40° 
Usin®p | 8,51 8 m 8,55 | (22, 0 ” 0 22,5 | 38,5 38,7 39,4 58,4 57,9 
n 6 7 
E, 15,8 165 15,8 | 16, 1 17. 1 15,6|16,3 16,1 15,3 15,9 16,6 


Tabelle 2 


Maxima an Zink 
Chertitchaniiinhinan E, = — 0,05 + 0,5 V 


12,59 15° 17,50 17,50 20° 25° | 95° 27,5° | 27,5° 30° 60° 
Usin?p 5,94 5,84 6,33113,11 14, 0 14,30 23,95 23,88 | 38,38 38,7/52,0 
n 2 4 5 6 
E, 0,14 0,22 -0,25| 0,56 —0,6 -0,41 0,44 -0,36 -0,7| 1,9 


Tabelle 3 


Maxima an Zink 
Kombinationen von Oberflichen- und Tiefenreflexionen (Strahlen 1,5) = Vines 
E, = 16,0 + 1,5 V a 


|10° 125° 15° | 15° 20° | 17,5% 20° 29,5" 
Usintp| 2,77 2,90 2,35| 6,97 6,91 112 11,2 110 
n 6 7 


‘ 
E |16,6 163 17,6 116,5 166 16,5 16,5 16,8 


1) J. Laß u. E. Rupp, a.a. O. ie ae 
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Tabelle 3 (Fortsetzung) 


25° 27,5 45° | 25° 27,500 | 225° 27,50 30° 358 
Usin?g 17,1 16,44 17,5 23,95 23,88 | 29,34 29,91 31,50 319 

n 8 9] | 10 

E, 15,6 16,5 15,8 | 13,8 14,0 | 18,0 17,0 13,8 144 


27,50 30° 350% | 35° 40° 45° | 35° 4003 | 40° 450 

38,5 38,7 39,4 | 44,9 48,0 47,0| 58,4 57,9 | 66 635 
(11) 12 [13 14 

16,0 15,6 14,2 | 20,4 14,2 16,2} 123 132 | 166 21 


Tabelle 4 
Maxima an Zink 


Kombinationen zwischen Oberflichen- und Tiefenreflexionen 
an einer Stufe (Strahlen 1,3). H, = 16,043V 


10° 15° 10° 12,50 20° 30° | 25° 30° |35° 40° 4 
Usin?g 3,78 3,68 | 4,37 4,99 5,15 18,05 18,76 |27,7 26,4 135,6 352% 
5 6 7 8 

12,7 12,8 /19.3 18,7 185 |14,1 13,4 |14,4 15,6/17,3 


Nicht identifiziert 


Zink Bis 
4¢ 8 o 7 F 
tak 
4 4% > 
Riad 244 = 
15 ‘ Ox 2 Eo 


1 L 
720 160 200 
Fig. 3. Neuindizierung der Beugungsmaxima an Zink 

ohne Zuhilfenahme halber Ordnungszahlen 


1) Wahrscheinlich n 
2) Wahrscheinlich x 
3) Wahrscheinlich n 


4E,=(0. Tab. 2. 
6H, = 16. Tab. 1. 
7£,=16. Tab. 1. 
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11 Maxima lassen sich als Oberflächenreflexionen gemäß 
der Braggschen Gl. (3) erklären. Tab. 2. 

27 Maxima (davon 5, die auch in die Tabellen 1 und 2 
aufgenommen sind) können als Kombinationen von Oberflichen- 
und Tiefenreflexionen gemäß Fall 4 gedeutet werden. Tab. 3. 

12 Maxima finden ihre Erklärung als Kombinationen von 
Oberflächen- und Tiefenreflexionen an einer Kristallstufe ge- 
mäß Fall 2. Tab. 4. 

Der Mittelwert des inneren Potentials aus allen Fällen ist 
16+1,5 V. Die Abweichungen sind in Tab. 4 am größten, 
da dort der Ausrechnung zwei Differenzenbildungen zugrunde 
liegen. 

Die Abhängigkeit der E,-Werte von der Spannung V ist 
in Fig. 3 veranschaulicht. Die Schwankungen der Einzelwerte 
um den Mittelwert sind größer als bei der früheren Indizie- 
rung (vgl. die dortige Fig. 3), sie liegen aber jedenfalls inner- 
halb der Fehlergrenzen der Versuche. 


5. Zur Kritik der Neuindizierung 


Für die Berechtigung der Neuindizierung spricht: 

1. Die halbzahligen Ordnungen, besonders die Ordnungen 
mit H, = 0, verschwinden. 

2. Die früher nicht indizierten und die dem ZnO zu- 
geordneten Maxima lassen sich alle dem Zn zuordnen. 

Für die frühere Indizierung mit halben Ordnungszahlen 
spricht: 

1. In das Zn-Gitter können vom HerstellungsprozeB des 
Kristalls herrührende Protonen eingelagert sein, die gemäß 
2a (S. 102) halbzahlige Interferenzen verursachen. 

2. Bei der Kombination von Oberflichen- und Tiefen- 
reflexionen nach Tab. 2 treten hohe Ordnungszahlen (bis 14) 
auf, ohne daß man sagen könnte, daß die Intensitäten dieser 
teflexionen deutlich gegenüber den anderen Reflexionen zu- 
rücktreten. 

Zwischen der früheren und der jetzigen Indizierung könnte 
man unterscheiden, wenn es möglich wäre, den Kristall bis 
zur vollständigen Entgasung zu erhitzen. Für Zn ist aber 
infolge seines niedrigen Schmelzpunktes dieses Kriterium nicht 
anwendbar, daher ist auch eine bindende Entscheidung für 
die eine oder andere Indizierung nicht herbeizuführen. Wahr- 
scheinlich werden an allen Metallkristallen reelle!) (durch 


1) So ist es z. B. nicht möglich, die Reflexion n = 2,5 an Fe (110) 
(W. Boas u. E. Rupp, Ann. d. Phys. [5] 13. S.1. 1932) einer Kom- 
bination von Oberflächen- und Tiefenreflexionen 
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Protoneneinlagerung verursachte) und scheinbare (Kombi- 
nationsinterferenzen) halbzahlige Interferenzen gleichzeitig vor- 
kommen. 


Zusammenfassung 


Zur Deutung der oft beobachteten halbzahligen Inter- 
ferenzen bei der Beugung langsamer Elektronen werden die 
möglichen Fälle der Reflexion an einem Kristallstufengitter 
eingehend diskutiert [Gl. (a) und Fig. 1). 

Es zeigt sich, daß bei der Kombination von Oberflächen- 
reflexionen mit Tiefenreflexionen (Fall 2 und 4) Interferenzen 
auftreten, die innerhalb der Fehlergrenze der Versuche mit 
scheinbaren halbzahligen Reflexionen im Kristallinneren zu- 
sammenfallen können. 

Das gleichzeitige Auftreten von Reflexionen mit E,+0 
und E,= 0 wird ebenfalls aus dem Schema des Kristall- 
stufengitters erklärt. 

Am Beispiel der Messungen an der Basis von Zink wird 
nachgewiesen, daß man alle dort beobachteten halbzahligen 
Interferenzen als ganzzahlige Interferenzen der erwähnten 
Kombinationen beschreiben kann. Tabellen 1—4. 


(Eingegangen 20. Dezember 1931) 
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G. tv. — Zur Theorie des Hörens usw. 


Ze 


Von Georg v. Békésy 


(Mitteilung aus dem k. ung. Telegraphentechnischen Versuchsamt 
Budapest) 


I. Einleitung 

Ein schwingender Körper kann auf zwei verschiedene 
Arten hörbar werden. Einmal, indem seine Bewegungen sich 
der Luft mitteilen und das so entstehende Schallfeld das 
Trommelfell in Schwingungen versetzt, zweitens, indem der 
schwingende Körper unmittelbar mit den Schädelknochen in 
Berührung kommt. Im folgenden soll nun der Zusammen- 
hang und der Unterschied zwischen dem Hören bei Luftleitung 
und Knochenleitung dargestellt werden. 

Berührt man z. B. mit dem Stiel einer schwingenden 
Stimmgabel den Kopf, so ist die Wellenlänge der in den Schädel- 
knochen entstehenden Druckwellen, im Gebiet der hörbaren 
Frequenzen, jedenfalls gegenüber den Abmessungen der ein- 
zelnen Nervenzellen so groß, daß zwischen den benachbarten 
Nervenzellen keine merklichen Druckdifferenzen auftreten 
können. Damit bleiben auch die Konzentrationsänderungen an 
der Zellwand aus, so daß es gemäß der Theorie der Nerven- 
erregung!) zu keiner Erregung kommen kann. Da somit die 
direkte Erregung der Hörnerven durch die Kompressionswellen 
unwahrscheinlich wird, so ist das ganze Problem rein physi- 
kalisch, indem zu ermitteln ist, auf welche Weise die Kom- 
pressionswellen eine Verschiebung der Basilarmembran gegen- 
über ihrer normalen Lage in der Schnecke bewirken. Denn 
nur durch eine lokale Deformation der Basilarmembran kann 
ein Druckgefälle zwischen benachbarten Zellen entstehen. 

Um dies zu beweisen, versuchen wir die durch Knochen- 
leitung entstehende Tonempfindung durch einen Luftleitungs- 
ton gleicher Frequenz zum Verschwinden zu bringen. Würde 
die allgemeine Druckänderung in der Schnecke eine Reizung 
der Hörnerven bewirken, so ist diese jedenfalls längs der ganzen 


1) Phys. Ztschr. 30. S. 740. 1929. 
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Br Basilarmembran gleichphasig. Beim Luftleitungston dagegen 
entstehen zum Teil längs der Basilarmembran fortschreitende 
Wellen, so daß sich die Phasenverhältnisse längs der Basilar- 
membran dauernd ändern. Gelingt es daher, einen Knochen- 
leitungston durch einen Luftleitungston derart zu kompen- 
sieren, daß überhaupt nichts mehr gehört wird, so können wir 
sicher sein, daß beim Knochenleitungston sich die Basilar- 
membran genau so bewegt, wie beim Luftleitungston, d. h. in 
beiden Fällen hauptsächlich durch die Bewegungen der Steig- 
bügelplatte die Schwingungen der Basilarmembran entstehen 
und sich außerdem eine andere Art der Erregung der Hör- 
nerven nicht vorfindet. 

Da für das Gelingen der Kompensation große Konstanz 
der Amplituden- und Phasenverhältnisse Voraussetzung ist, so 
wurde der Knochenleitungston 


Gegergenttt durch einen Schwingungskörper 
ory er erzeugt!), der von einem Röhren- 


generator angetrieben wird und 
u einem leicht drehbaren Arm, 
Anschlag Fig. 1, so befestigt ist, daß 
einem über eine 


Rolle laufenden Gewicht der 


Schwingungskörper unabhängig 
FR ee von der Stellung des Kopfes 


0 Fig. 1. Befestigungsart des mit konstantem Druck auf die 
os Schwingungskörpers zur Er- Mitte der Stirn gedrückt wird. 


Der gleiche Generator speiste 
über je eine Eichleitung und 


J 


ae: zielung eines konstanten 
> 


= mittels eines onen Kopfbügels angelegt wurden. Es ist 
nämlich zweckmäßig, die Fernhörer nicht unmittelbar an die 
Ohren zu drücken, sondern sie mit einem Drahtring von etwa 
8 cm Durchmesser zu versehen, der etwa 2cm von der Fern- 
hörermuschel absteht und nicht auf die Ohrmuscheln, sondern 
auf den Schädelknochen aufliegt, wodurch eine größere Kon- 
stanz der Tongebung erhalten wird. Es gelang nun bei 400 Hz 
und einer Lautstärke des Knochenleitungstones, die das 500fache 
der Hörschwelle betrug, bei genügender Oberwellenfreiheit der 
Stromquelle, durch geeignete und schrittweise Einstellung der 
Eichleitungen und Phasendreher den Knochenleitungston voll- 
kommen zum Verschwinden zu bringen. 


1) Schwarz u. R. Bäräny, Ztschr. für Hals, Nasen- und Ohren- 
heilkunde 27. S. 434. 1930. ‘ 
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Die Beobachtung ist deshalb schwer, weil man in beiden Ohren 
gleichzeitig kompensieren muß und die geringste Bewegung des Kopfes 
oder Unterkiefers die Einstellung ändert. Bei einigen Beobachtern ver- 
ändert außerdem der Blutdruck im Takte des Herzschlages die Ein- 
stellung, so daß die Kompensation nur für einzelne Phasen des Herz- 
schlages durchführbar wird. Bei Frequenzen über 800 Hz gelangt man in 
das Resonanzgebiet der Gehörknöchelchen, wodurch die Einstellung der 
Phase sehr erschwert wird. Für Frequenzen unterhalb 100 Hz ist meist 
außer dem Knochenleitungston auch noch deutlich eine Tastempfindung 
an der Berührungsstelle des Schwingungskörpers zu fühlen. Sind beide 
Empfindungen etwa gleich stark, so kann man sie gut trennen und beide 
gesondert gleichzeitig wahrnehmen. Vermindert man jedoch den Knochen- 
leitungston, so schmelzen beide Empfindungen bald zusammen, so daß 
eine weitere Verminderung des Knochenleitungstones nicht mehr fest- 
gestellt werden kann. Die relative Stärkg der Tastempfindung zur Hör- 
empfindung ist nicht an allen Stellen des Kopfes gleich und ändert sich 
auch mit der Form des Druckkörpers. 


II. Die Schwingungsform der Schädelknochen 


Wegen der verhältnismäßig großen Elastizität und Härte 
der Knochen bilden sich an der Schädelkapsel stehende Schwin- 
gungen aus, wenn sie an irgendeiner Stelle in Schwingungen 
versetzt wird. Bereits mit einem’ Gummischlauch lassen sich 
die Wellenknoten und -bäuche gut abhören. Mit einem Schall- 
plattentonabnehmer läßt sich zeigen, daß an den, Stellen, wo 
mit dem Schlauch nichts hörbar ist, die Knochenoberfläche 
keine Querschwingungen, sondern Längsschwingungen aus- 
führt. Um für einen Dauerton die Schwingungsamplitude der 
Knochenwand an einer gewissen Stelle zu messen, verwendet 
man zweckmäßig die früher beschriebene Anordnung!), bei der 
die Schwingungsamplitude eines Tastkörpers so lange verändert 
wird, bis bei Berührung der ebenfalls mit der gleichen Fre- 
quenz schwingenden Knochenwand sich die Schwingungs- 
amplitude des geeichten Tastkörpers nicht ändert. Dies tritt 
nur dann ein, wenn die Knochenwand und der Tastkörper 
der Phase und Amplitude nach vollkommen gleich schwingen, 
denn nur in diesem Falle beeinflußt der eine Körper bei der 


Berührung den Schwingungszustand des anderen nicht. Da an re 
vielen Stellen die Haut ziemlich lose aufliegt, so schwingt sie a 
oft mit kleinerer Amplitude als der darunterliegende Knochen. "3 
Bei der losen Berührung mit dem Tastkörper erhält man dann Bd 

die Schwingungsamplitude an der Hautoberfläche. Drückt man 


jedoch den Tastkérper mit gréBerem Druck gegen den Knochen, Zar 
so wird die Haut zusammengepreßt und schwingt mit dem 7 
Knochen gleichartig, so daß nun der Tastkörper die größere 7 
Schwingungsamplitude des Knochens annehmen muß, damit 


1) Ann. d. Phys. [5] 11. S. 227. 1931. "nes 
Annalen der Physik. 5. Folge. 13. . 8 
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Fig. 3. Schwingungsamplituden in den 
beiden vertikalen Ebenen bei Übertragung 
der Schwingungen auf das Stirnbein und 
den Warzenfortsatz 


O 


Fig. 4. Die Schwingungsknoten ver- 
schieben sich näherungsweise gleichförmig 
mit dem Ort des Schwingungskörpers 


beim Abheben sich sein Schwingungszustand nicht ändert. 
Entspricht die Schwingungsamplitude des Tastkörpers der- 
jenigen des Knochens, so bewirkt eine weitere Vergrößerung 


O 


1600 Hz 


Fig. 2. Schwingungsamplitude 
längs der Schädelbasis, Schwingungskörper 


des Druckes keine Ände- 
rung der Einstellung. Bei 
einem Druck von 250 g 
und einer Auflagefläche 
von 0,5 em? konnte bereits 
eine 0,5 em dieke Schicht 
von Gummischwamm da- 
zwischengelegt werden, 
ohne daß sich die Meb- 
werte änderten. 

In den Figg. 2 und 3 
ist die Größe der Ampli- 
tude der Querschwingun- 
gen für die verschiedenen 
Stellen des Kopfes ein- 
getragen. Der Pfeil gibt 
den Ort des Schwingungs- 
körpers an. Die Fig. 4 
zeigt, daß sich die vier 
Knoten noch ziemlich 
gleichmäßig mit der An- 
satzstelle des Schwingungs- 
körpers verschieben. Dies 
deutet an, daß trotz der 
sehr wechselnden Stärke 

der Schädelwand die 
Schwingungen sich den- 
noch bei tiefen Frequen- 
zen von denen der Kugel- 
schale mit gleichférmiger 
Wandstärke nicht wesent- 
lich unterscheiden. Bei 
Frequenzen mit sechs 
Schwingungsknoten trifft 
dies nicht zu, da hier bei 
einer Verschiebung des 
Schwingungskörpers die 


Knoten meist sprungweise ihre Lage ändern. 


Um bei einer allmählichen Frequenzänderung den Übergang der 
einen Schwingungsform in die andere besser verfolgen zu können, wurde 
in den Figg. 5 und 6 eine weiß angestrichene Drahtschleife photographiert, 
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die am oberen Ende durch einen 
Exzenter in Schwingungen ver- 
setzt wurde. Bei ganz tiefen 
Frequenzen, in der Fig.5 bei 
0,5 Hz, tritt zunächst nur 
eine parallele Verschiebung der 
Schleife ein, ohne irgendwelche 
Deformation, wodurch zwei 
Knotenstellen entstehen. Mit 
zunehmender Frequenz wandern 
wegen der gleichzeitigen De- 
formation die Knoten immer 
mehr nach abwärts, bis schließ- 
lich oben zwei neue Knoten 
erscheinen, wobei sich gleich- 
zeitig die Phase der dem Ex- 
zenter gegenüberliegenden Seite 
sprunghaft umkehrt. Dasselbe 
ist auch in Fig. 2 deutlich 
sichtbar. Bei einer weiteren 
Erhöhung der Frequenz tritt 
wiederum wie die Fig. 6 für 
9 Hz zeigt, ein Abwandern der 
Schwingungsknoten ein. Beim 
Übergang zwischen zwei Schwin- 
gungsformen treten oft laufende 
Wellen auf, die längs des ganzen 
Schleifenumfanges die gleiche 
Amplitude besitzen, wie die 
Fig. 6 für 11,0 Hz zeigt. 


III. Hörschwellenmessungen 

Für die Messung der Hör- 
schwelle des Knochenleitungs- 
tones ist es wegen des Auf- 
tretens der Schwingungsknoten 
wichtig, die Stelle, auf die man 
die Schwingungen überträgt und 
die Stelle, wo man sie mißt, 
ein für allemal festzulegen. Wir 
empfehlen hierfür die Mitte des 
Stirnbeines, da wegen seiner 
recht gleichförmigen Dicke die 
Schwingungsform hier sehr regel- 
mäßig ist und selbst eine Ver- 
schiebung der Druckstelle des 
Schwingungskörpers um 3cm auf 
die Lautstärke des Knochen- 
leitungstones keinen Einfluß hat. 
Die auf den Knochen übertragene 
Schwingungsamplitude mißt man 
aus dem gleichen Grunde am 
besten unmittelbar in etwa 2 bis 
4 cm Entfernung von der Druck- 
stelle, wobei sich bei dem Stirn- 
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großen Wellenlänge bis zu Frequenzen von 2000 Hz die gleichen Meß- 
werte ergeben. Der Warzenfortsatz z. B. ist bedeutend ungeeigneter, 


_ auf dem Knochen aufliegt oder die dort angreifenden kräftigen Sehnen 
dazwischen kommen. Außerdem läßt sich bei tiefen Frequenzen die 
 Tastempfindung bei der Druckstelle an der Stirn besser von der Hör- 
empfindung trennen. 

Die Größe der Druckfläche des Schwingungskörpers wählt man 
schwach linsenförmig und gibt ihr keinen größeren Durchmesser als 7 mm, 
damit bei einem nicht vollkommen vertikalen Aufsetzen des Schwingungs- 
körpers sich die Übertragungsgüte nicht ändert. Bei dieser Druckfläche 
kann man auf die Dauer höchstens 250 g Druck anwenden, wie es auch 
Be Fig. 1 dargestellt ist. 


Mißt man die Amplitude des auf die Stirn aufgesetzten 
Bi  Sehwingungskörpers und die Amplitude des Stirnbeines in der 
unmittelbaren Nähe, so erhält man die durch die Haut auf den 


| Sonn” Druckfliche \ 


| 


“ 50mm? Druckfläche und 250 gr Druck 


| 10 
| 0 
Gf 02 G3 OY 05 50 100 200 400 800Hz 


Fig. 7. Die durch die Haut auf das Fig. 8. Die Übertragungsgüte der 
‘Stirnbein übertragene Schwingungs- Schwingungen durch die Kopfhaut 
‘amplitude des Druckkörpers in Ab- in Abhängigkeit von der Frequenz 
hängigkeit vom Druck 


Knochen übertragenen Teile der Amplitude des Schwingungs- 
körpers, die nur einige Prozent beträgt und je nach der Haut- 
stärke sich sehr verändert. Die Abhängigkeit der Übertragungs- 
güte von dem Druck und der Frequenz ist in den Figg. 7 und 8 
für einen Fall dargestellt. 


Um zu zeigen, daß bei dem benutzten Druck von 250g durch die 
Haut die Schwingungen unabhängig von ihrer Größe übertragen werden, 
dient die Schaltung in Fig. 9. Hier wird die Haut zwischen dem Zeige- 
finger und dem Daumen zwischen dem elektrodynamisch angetriebenen 
Schwingungskörper und eine größere Masse M gespannt. Die Masse M 
wurde dabei so gewählt, daß ihre Amplitude im Verhältnis zu der des 
Schwingungskörpers im gleichen Verhältnis stand wie beim Kopfe. Mit M 
wurde starr die Tauchspule eines elektrodynamischen Lautsprechers ver- 
bunden. Es ist dann sicherlich die bei der Bewegung in der Tauchspule 
entstehende EMK proportional der Amplitude. Die EMK wird mittels 
der Eichleitung 6, unter Benutzung des Phasendrehers derart kompen- 
siert, daß hinter den beiden Verstärkern und dem Sieb Tonminimum ein- 
tritt. Um bei 400 Hz bis zu Amplituden von 10-10 cm hinunterzukommen, 


bein für das ganze Gebiet um den Schwingungskörper herum wegen der 
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mußten zwei getrennt aufgestellte Verstärker mit besonderer Schirmung ar 
verwendet werden. 

Verstellt man nun mittels der Eichleitung 6, die Amplitude des 
Schwingungskörpers von 10-3 cm bis auf 10-10 cm, so zeigt sich, daß auch 
die Kompensationsspannung bis auf etwa 30 Proz. genau im gleichen 
Verhältnis geändert werden mußte. Diese Proportionalität zwischen dem 
Betriebsstrom des Schwingungskörpers und der durch die Haut über- 
tragenen Amplitude ist deshalb von Bedeutung, da bei der Bestimmung 


Tauchspule 
Schmingungskorper 
M 
- 
2] ¢-Rohren 12 Föhrer 
- Verstärker] | e0| Verstärker 


1:0 
Fig. 9. Zum Nachweis der Proportionalität zwischen der an dem 
Schwingungskörper angelegten Spannung und der Amplitude des 

Schwingungskörpers und der durch die Haut übertragenen Schwingungen 


der Hörschwelle des Knochenleitungstones die Messung der Schwingungs- 
amplitude des Stirnbeines bei etwa 10mal größeren Amplituden aus- 
geführt werden mußte, als der Hörschwelle entsprach. Die weitere Ampli- 
tudenverkleinerung wurde durch eine vor dem Schwingungskörper ge- 
schaltete Eichleitung hergestellt. 

Der Fehler von etwa 30 Proz. ist bedeutungslos, da die Beobachtungs- 
fehler meist größer sind. Denn außer den Beobachtungsfehlern, wie das 
Wandern der Aufmerksamkeit, der Ermüdung usw., wie sie schon von 
der Messung der Hörschwelle bei Luftleitung her bekannt sind!), kommt 
hier noch hinzu, daß sich die Lautstärke des Knochenleitungstones beim 
Verschieben des Unterkiefers aus seiner normalen Lage verändert und 
auch beim Zusammenbeißen der Zähne, besonders bei tiefen Frequenzen, 
starke Schwankungen auftreten. 


Für praktische Zwecke genügt es jedenfalls, die Hörschwelle 
der Knochenleitung in Abhängigkeit von der Amplitude des auf 
den Kopf gesetzten Schwingungskörpers zu messen, wie das 
eben von Knudsen?) ausgeführt wurde. Für theoretische Be- 
trachtungen ist es jedoch zweckmäßig, die durch die Haut er- 
folgende Übertragung der Schwingungsamplitude des Druck- 
körpers, die sich je nach der Form des Druckkörpers, dem Druck 
und der Frequenz meist schon von Messung zu Messung stark 
verändert, dadurch zu eliminieren, daß man nicht die Ampli- 
tude des Schwingungskörpers, sondern unmittelbar die des 
Knochens mißt. 


1) E. Waetzmann u. H. Heisig, Ann. d. Phys. [5] 9. S. 921. 1931. 
2) Vern O. Knudsen u. Isaac H. Jones, Arch. of Otolaryngo- 
logy. 18. S. 489. 1931. 
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In der Fig. 10 sind durch die gestrichelte Kurve die er- 
haltenen Amplituden an der Stirn für die Hörschwelle bei 
offenem Gehörgang eingetragen. Verschließt man ein Ohr lose 
mit einem Gummistopfen, der eine Kapillare besitzt, so daß 
sich durch die Kapillare eine 
eventuelle Druckdifferenz zwi- 


| | schen dem Gehörgang und dem 


Aefettiv in cm 


AuBenraume ausgleichen kann, 
so beobachtet man in dem 
untersuchten Frequenzbereich 
eine bedeutende Lautstärken- 
erhöhung, derzufolge die Hör- 
m 20  schwelle sich merklich ernied- 
Fig. 10. rigt, wie die stark ausgezogene 
--~~ Hörschwelle des Knochen- Kurve in der Figur darstellt. 
cae bei offenem Während im ersten Falle 
Hörschwelle des Knochen- normalerweise die Lautstärke 
leitungstones bei geschlosse- des Knochenleitungstones in 
ps a beiden Ohren gleich groß ist, 
d. h. das Schallbild in der Mitte 
gang von außen abschlie- des Kopfes erscheint, so rückt 
Benden Körpers im zweiten Falle das Schallbild 
vollkommen in das verschlossene 
Ohr (Weberscher Versuch), so daß auch die Aufmerksamkeit 
entsprechend umgestellt werden muß. 


Um zu beweisen, daß bei den tiefen Frequenzen die Hörempfindung 
durch die Tastempfindung nicht gestört wird, wurde die Unterschieds- 
schwelle der Tonhöhenänderung für die Knochenleitung gemessen und 
vollkommen identisch mit der für Luftleitung gefunden, während für die 
Tastempfindung sich bedeutend größere Werte ergaben, so daß eine Ver- 
deckung der Hörempfindung eine Verschlechterung der Unterschieds- 
schwelle für die Knochenleitung hätte ergeben müssen. Vergrößert man 
jedoch die Amplitude des Schwingungskörpers, so erreicht schließlich 
auch die Tastempfindung ihre Schwelle, womit sich meist das Schallbild 
in der Richtung nach dem Schwingungskörper verschiebt. 


Um die für die Knochenleitung erhaltenen Werte mit der 
Hörschwelle für Luftleitung besser vergleichen zu können, 
wurde mit der gleichen Amplitudenmeßanordnung und den 
gleichen Beobachtern eine absolute Hörschwellenbestimmung 
für Luftleitung durchgeführt. 

Führt man den in der Fig. 11 dargestellten Schwingungs- 
körper von 7 mm Durchmesser in den Gehörgang ein, so wird 
durch seine Bewegungen die Luft im Gehörgang abwechselnd 
komprimiert und verdünnt, wobei die entstehenden Druck- 
schwankungen aus dem Volumen des (Gehörganges, durch 
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Wasserfüllung zu 0,8 em? bestimmt, und aus der Schwingungs- 
amplitude des Körpers berechnet werden können. Damit beim 
Einführen des Schwingungskörpers in den Gehörgang kein 
Überdruck entsteht, wur- 
de, wie in Fig. 11 ge- 
zeigt, in den Schwin- 


Metallröhre 


gungskörper eine Glaska- Mehstelle 
pillare eingeklebt, deren = ee 
akustische Impedanz bei 

Glaskapilare 
einem Kapillardurchmes- > 
ser von 2-10-? em be- Hlatifeder als 

Drehachse 
reits so groß ist, daß A 
damit die im Gehörgang zur Tauchspule des Yebelarm 

8 8 elektrodynamischen 
entstehenden Druck- Systems 7 
schwankungen nicht be- “J 
einfluBt werden. Um ein Fig. 11. Schwingungskörper zur Messung. 
seitliches Abströmen der der Hörschwelle für Luftleitung 


Luft längs des Druck- 
kérpers zu vermeiden, dichtet man den Gehörgang mit 
Vaselin ab. 

Nachdem durch Vormessungen bestätigt wurde, daß der 
Sehwingungskörper mit der gleichen Amplitude schwingt wie 
die über eine längere Stange gekoppelte Meßstelle, so konnte 
an derselben die Amplitude des Schwingungskörpers etwa beim 
10fachen der Hörschwelle gemessen werden, wobei die weitere 
Amplitudenverkleinerung bis zur Hörschwelle durch eine vor 
das elektrodynamische System geschaltete Eichleitung in meB- 
barer Weise durchgeführt werden konnte. 

Die für die Hörschwelle erhaltenen Amplituden sind in der 
Fig. 10 durch die dünn ausgezogene Kurve dargestellt. 

Da bei unrichtiger Lage des Schwingungskörpers in dem Gehörgang 
die Schwingungen auch leicht auf die Knochen übertragen werden können, 
so ist immer zu überprüfen, ob beim losen Verschluß des anderen Ohres, 
z. B. mit dem Finger, sich die Lautstärke des Schallbildes nicht ändert. 
Denn ist ein Knochenleitungston in merklicher Stärke vorhanden, so tritt 
beim Ohrenverschluß, wie die Fig. 10 zeigt, eine sehr starke Lautstärken- 
erhöhung des Knochenleitungstones im betreffenden Ohre ein, wodurch 
das Schallbild des durch den Schwingungskörper entstehenden Luft- 
leitungstones sofort ihre Form und Lage ändert und nach der mit dem 
Finger verschlossenen Seite hinüberwandert. 


Um aus den Schwingungsamplituden der Fig. 10 des in 
den Gehörgang gesteckten Körpers die Druckschwankungen im 
Gehörgang zu ermitteln, betrachten wir die Fig. 12. Verschiebt 
sich der Druckkörper, dessen Querschnitt mit S, bezeichnet ist, 
um 2, so verschiebt sich das Trommelfell mit dem Querschnitt S 
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nach der gleichen Riehtung um z, da das Trommelfell der im 
_ Gehörgang entstehenden Druckerhöhung nachgibt. Die durch 
die Verschiebung des Druckkörpers entstehende Volumen- 
änderung des Gehörganges mit dem Volumen V ist 

dV=Sr —-S,%- 

. Da wir wegen der hohen Frequenz der Verschiebungen an- 
nehmen können, daß sich die Volumenänderung adiabatisch 
vollzieht, so beträgt die Druckänderung Er 
1 2 oc? g oc? S 

(1) —oc — v 

die Schallgeschwindigkeit im freien 

Raume angibt. Dabei wird voraus- 

gesetzt, daß die Abmessungen des 

Gehérganges klein gegenüber der 

Wellenlänge im freien Raume ist, 

was für den hier betrachteten 

Frequenzbereich zutrifft. 

; Definieren wir nun mit Ste- 
phd 12. Berechnung des Ein- wart!) als akustische Impedanz Z 
usses der Trommelfellnach- . 
giebigkeit auf die Hörschwelle \rgendeines Systemes mit der Öff- 

nung S das Verhältnis vom Druck p 
zu der Volumenverschiebung pro Zeiteinheit, die an der Off- 
nung des Systemes von den Stoffteilen ausgeführt wird: 


(2) 


so ergibt sich für die sinusförmigen Schwingungen der Kreis- 
frequenz @: 

(3) t= aeivt, z = 
Wir erhalten daher für die Druckänderungen aus Gl. 1: 


(4) 


Für ein schallhartes Ohr wäre 2=0, daher Z =o, so 
daß der Bruch auf der rechten Seite der Gl. 4 zu 1 wird. Es 
stellt daher dieser Bruch die Korrektur wegen der Schall- 
weichheit des Trommelfelles dar. 

Nun hat J. Tröger?) die Impedanz des Trommelfelles ein- 
gehend gemessen. Da er jedoch unter Impedanz das Verhältnis 


1) G.W.Stewartu.R.B.Lindsay, Acoustics, New York, 8.50. 1930. 
2) J. Tröger, Phys. Ztschr. 31. S. 26. 1930. j 
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von Druck zur Teilchengeschwindigkeit versteht, so sind seine 
Werte gemäß Gl. 2 noch durch S, den Querschnitt des Gehör- 
ganges an der Meßstelle, zu dividieren. Da die verwandte 
Röhre einen Durchmesser von 7 mm hatte, so sind seine Im- 
pedanzwerte mit 2,6 zu multiplizieren, um unserer Definition 
zu entsprechen. 

Zerlegen wir die so erhaltene Impedanz in ihre reellen und 
imaginären Bestandteile 
Z=AHtiB, 


so ergibt sich für den Absolutwert des Nenners in dem Bruch 


der Gl. 4: 
42 - 
re vol, 


Setzt man nun in diese Gleichung für o = 1,2-10-%, 
c = 3,4-:104 em s-!, V = 0,8 em, und für A und B die mit 2,6 
multiplizierten Werte von Tröger auf 8. 38, die für eine Ver- 
suchsperson gelten, ein, so ergeben sich fiir die verschiedenen 
Frequenzen folgende Werte: 


Tabelle 1 
Frequenz 250 | 450 | 800 | 1000 1500 3000 


— 


oc? 1 


. 7 5 7 2. 
iow | 2,8 2, 3,5 1,7 Al) 1,4 


Oberhalb 800 Hz treten wegen der Resonanzerscheinungen 
der Gesamtmembran und einzelner Teile sehr schwankende 
Werte auf, die im Mittel etwa 1,6 betragen. 

Man ersieht aus diesen Zahlen, daß der Schalldruck im 
Gehörgang durch die Nachgiebigkeit des Trommelfelles maximal 
um das 3,5fache verkleinert wird. Vgl. hiermit die Ausführungen 
von B. Langenbeck?) und EK. Waetzmann und H. Heisig.?) 
Die erhaltene Nachgiebigkeit des Trommelfelles erscheint sehr 
groß, indem bei einer 3,0fachen Schalldruckverkleinerung die 
Volumenverschiebung des Trommelfelles trotz der leichten 
Komprimierbarkeit der Luft im Gehörgange nur um etwa 
33 Proz. kleiner ist als die des Schwingungskörpers. Trotzdem 
spielt die Trommelfellnachgiebigkeit bei den Hörschwellen- 
messungen mit dem Thermophon eine kleine Rolle, da in 
diesen Fällen das Volumen V meist bedeutend größer ist. 


1) B. Langenbeck, Pflügers Arch. f. d. ges. Physiol. 226. S. 11. 1930. 
2) E. Waetzmann u. H. Heisig, Ann. d. Phys. [5]9. S. 921. 1931. 
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E Ba Berechnet man nun unter Berücksichtigung obiger Werte 


aus Fig. 10 und der Gl. 4 die Hörschwelle für die Luftleitung, 
so ergibt sich 


Tabelle 2 


Frequenz .. . 100 200 400 800 


Effektiver Druck | 
in 10-* Dyn/em? 270 | 40 5,9 2,2 


welche Werte sich besonders den Messungen von E. Mayer?) 
anschließen. 
u 7 Die im Schwingungskörper befindliche Kapillare hatte einen Radius 
von 10-*cm und eine Länge von 1,0cm. In diesem Falle ist, wie die 
Untersuchungen von I. B. Crandall*) zeigen, die Reibungskraft in der 
Röhre schon so groß, daß bei den Schwingungen der Gassäule ihre Massen- 
kräfte vernachlässigt werden können. Es ist daher gemäß dem Poi- 
seuilleschen Gesetz das pro Zeiteinheit durch die Röhre fließende Gas- 
volumen gegeben durch g dx n rp 

wobei zu = 1,87-10-*cgs den Reibungskoeffizienten der Luft, I die 
Röhrenlänge und r den Innenradius der Röhre angibt. Für die akustische 
Impedanz dieses Systems ergibt sich nach Gleichung (2) 

Sul 

Z= = 48000 egs. 
nar 


Es ist somit die Röhrenimpedanz gegenüber der Trommelfellimpedanz 
selbst bei den tiefen Frequenzen so groß, daß die Röhre auf die Messungen 
keinen Einfluß hat. Eine Vaselindichtung sorgte dafür, daß sonst keine 
Öffnungen vorhanden blieben. 

Bereits Vern. O. Knudsen und I. H. Jones?) haben fest- 
gestellt, daß ein Geräusch im Meßraum die Hörschwelle für 
Knochenleitung weniger beeinflußt wie die der Luftleitung. 
Dies kommt davon her, daß bei der Luftleitung, wo der Fern- 
'hörer meist an dem Ohre liegt, das Schallbild des Luftleitungs- 
tones mit dem des Geräusches fast zusammenfällt, da wegen 
dem vor dem Ohre liegenden Fernhörer die Entfernungsemp- 
findung für das Geräusch verlorengeht und es ebenfalls in 
unmittelbarer Nähe des Gehörganges lokalisiert wird. Beim 
-Knochenleitungston dagegen erscheint das Schallbild des 
Knochenleitungstones im Innern des Kopfes und von dem 
‚außerhalb des Kopfes liegenden Geräuschschallbild vollkommen 
‚getrennt, so daß wegen der räumlichen Trennung eine geringere 
Ablenkung der Aufmerksamkeit erfolgt. 


1) E. Mayer, Ztschr. f. Hals-, Nasen- und Ohrenheilkunde. 27. 
. 418. 1930. 

2) I. B. Crandall, Theory of vibrating systems and sound. S. 235. 
New York 1926. 
3) Vern. O. Knudsen u. I. H. Jones, a. a. O. 
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In Fig.13 ist dargestellt, um das Wievielfache sich die Hör- 
schweile eines Luftleitungstones und die eines Knochenleitungs- 
tones erhöht, wenn dem eben hörbaren Ton veränderlicher Fre- 
quenz einseitig ein Luftleitungston von 900 Hz überlagert wird, 
dessen Lautstärke das 100 fache der Hörschwelle beträgt. Der Luft- 
leitungston wurde 


dabei von einem 2 AA 
in2cm Entfernung 
vom Ohre befind- 8 
lichen Fernhérer 2 
erzeugt. Während Sy 
die Verdeckung des 200 300 00500 2000 3000 


Luftleitungstones 
durch den stärke- Fig. 13. Bei ungleichartiger einseitiger Schall- > 

Ton von 900H leitung ist die Tonverdeckung bedeutend kleiner Pa 
VOR: als bei gleichartiger 
den Messungen von 
R. L.Wegel und C. E. Lane?) entspricht, wird der am Warzen- 
fortsatz erzeugte Knochenleitungston durch den auf der gleichen 
Seite befindlichen Luftleitungston kaum verdeckt, da der 
Knochenleitungston auch auf dem anderen ungestérten Ohre 
mit fast gleicher Lautstärke gehört wird. 


IV. Die Schallaufnahme bei geschlossenem Gehörgang 


Um die Lautstärkenerhöhung des Knochenleitungstones bei 
Verschluß des Gehörganges genauer zu messen, stellt man zu- 
nächst auf beiden Seiten zwei Fernhörer, die sich etwa 2 cm 
entfernt vom Kopfe be- 
finden, vermittelst der 
Eichleitung b, und dem 
Umschalter U, in der 
Fig. 14 so ein, daß das 
entstehende Luftleitungs- 
schallbild sich genau in 
der Mittelebene des Kopfes 
befindet. Auch auf die 
richtige Phase der beiden 


Al 
Fernhörer ist zu achten. Fig. 14. Meßanordnung für die Laut- 
Den Knochenleitungston stärkenerhöhung bei Ohrenverschluß 


erzeugt man an einer 
solchen Stelle der Stirn, daB sein Schallbild bei offenen Ohren 
sich nicht von dem Schallbild des Luftleitungstones unter- 


1) R.L. Wegel u. C. E. Lane, Phys. Rev. 23. S. 266. 1924. 
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Durch abwechselndes Einschalten eines der Schall- 


bilder durch den Umschalter U, stellt man zwischen beiden x 

sildern mit der Eichleitung b, Lautstärkengleichheit her. Fallen 
die beiden Schallbilder der Richtung nach zusammen, und sind abns 

: Sr 3 sie gleich laut, so ist man sicher, daß in jedem einzelnen Ohre die vr 


Lautstärke des Knochenleitungstones derjenigen des Fernhérers hefö 
gleich ist. Verschließt man nun eines der Ohren mit dem früher 
beschriebenen Gummistopfen, so rückt das Schallbild des drü 
Knochenleitungstones vollständig in den verschlossenen Gehör- Lew 
gang, so daß die Lautstärke gut mit der Lautstärke des nun nur befi 
im anderen Ohre ertönenden Luftleitungstones verglichen werden : 


dem 
daz 
| | | | 
N | Viel 
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1 abz 
Fig. 15. Lautstärkenvervielfachung des Knochenleitungstones 
bei OhrenverschluB die 
kann. Verstellt man nun de:sen Eichleitung so lange, his beim Dri 
Umschalten von U, die Lautstärkengleichheit hergestellt ist, so Be’ 
gibt die Änderung der Eichleitung die Lautstärkenerhöhung beim kni 
Verschluß des Gehörganges an. Die erhaltenen Meßwerte sind Tre 
in der Fig. 15 dargestellt. Oberhalb 2000 Hz hört die Laut- Be 
stärkenerhöhung sprunghaft auf, was meist mit einer Änderung Tre 
der Schwingungsform der Schädelkapsel verbunden ist, womit 
sich die Schwingungsverhältnisse im Gehörgang und im Innen- 80 
ohr ändern. Da die obige Meßmethode nur richtig ist, wenn Se! 
die Lautstärkenvergrößerung wenigstens das 8fache beträgt, (re 
so daB das Schallbild vollkommen seitlich erscheint, so wurden Vo 
die kleinen Änderungen oberhalb 2000 Hz geschätzt. An 


Verschließt man das Ohr nicht durch den mit der Kapillare 
versehenen Gummistopfen, sondern mit dem Finger, so tritt beim p 
losen Abschluß die ‚frühere pre ee ein, während Wi 
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gusanunenfassende Darstellung der hierher gehörigen Fragen 
E. Mach), der durch seine ,,SchallabfluBtheorie die erste 
geliefert hat, hält es für wahrscheinlich, daß die Lautstärken- 
abnahme durch das feste Anpressen des Fingers an den Schädel 
entsteht, indem hierdurch der Schallabfluß durch den Finger 
befördert wird. 

Doch kann man leicht beobachten, daß beim festen An- 
drücken einer größeren Bleimasse an den Warzenfortsatz sich die 
Lautstärke des Knochenleitungstones, bei einem auf der Stirne 
befindlichen Schwingungskörper, nur unwesentlich ändert, in- 
dem, wie die Fig. 8 zeigt, besonders bei höheren Frequenzen die 
dazwischenliegende Hautschicht ein Abbremsen der Schädel- 
schwingungen durch die aufgelegte Bleimasse sehr erschwert. 
Vielmehr tritt die Lautstärkenabnahme dadurch ein, daß sich 
beim festen Einpressen des Fingers in den Gehörgang der Luft- 
druck gegenüber seinem normalem Wert ändert, wodurch das 
Trommelfell mit den Gehörknöchelehen seine ursprüngliche 
Lage verliert und auch ihre Beweglichkeit abnimmt. 

Daß die Luftdruckänderung hier maßgebend ist und für diesen Fall 
die Schallabflußtheorie nicht herangezogen werden kann, zeigt auch 
folgender Versuch. Bestreicht man den Finger mit einem Dichtemittel 
und schiebt ihn von der Seite her in das Ohr, so gelingt es, das Ohr so 
abzuschließen, daß man den Finger noch nach außen bewegen kann, ohne 
daß die Dichtung nachläßt. Es tritt dann auch bei einer Verminderung 
des Fingerdruckes eine Lautstärkenabnahme ein, solange die Dichtung 
nicht nachläßt. Ähnlich wie eine Luftdruckänderung wirkt auch die 
z. B. mit einem kurzen Röhrenstück verschobene Haut des Gehörganges, 
die ebenfalls einen Druck auf das Trommelfell überträgt. 

Um festzustellen, ob die Lautstärkenänderung bei einer 
Druckänderung im Gehörgang tatsächlich bloß durch die 
Bewegungsverminderung des Trommelfelles und der Gehör- 
knöchel entsteht, messen wir die Impedanzänderung des 
Trommelfelles. Denn wie die Gl.2 zeigt, entspricht einer 
Beweglichkeitsverminderung auch eine Impedanzerhöhung des 
Trommelfelles. 

Da diese Messungen nur bei tiefen Frequenzen unterhalb 
800 Hz auszufiihren sind, wo sich das Trommelfell bei den 
Schwingungen noch nicht unterteilt, so schließen wir den 
Gehérgang mit einem kleinen Röhrenstück von etwa 1 cm? 
Volumen ab, auf dessen anderer Seite sich eine mit konstanter 
Amplitude schwingende Fernhörermembran befindet. Es ent- 


l) E. Mach, Theorie des Gehörganges. Sitzber. d. Wien. Akad. d. 
Wiss. 48. Nat.-Kl. S. 289. 1863. Eine schöne zusammenfassende Dar- 
stellung bei K. L. Schaefer u. M. Giesswein im Handb. der Ohren- 
heilkunde von Denker u. Kahler, Bd. 6, Gehörorgan I, 1926. 
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steht dann im Gehérgang ein Schalldruck p, der durch die 
Gl. 4 gegeben ist, wobei jetzt V das Volumen des Gehérganges 
vermehrt und das des Röhrenstückes angibt. Entfernen wir 
nun die Röhre mit der schwingenden Membran aus dem Gehér. 
gang und schließen sie mit einer Kapsel ab, deren Volumen 
genau gleich dem des Gehörganges ist, so besteht der Fall, 
als wäre die Impedanz des Trommelfelles unendlich groß und 
es wird der Schalldruck 
Poo = S, 
Aus dem Verhältnis dieser beiden Drucke bestimmt sich 

die Impedanz des Trommelfelles zu 


u in (= 1) 


Um das Verhältnis p./p der beiden Drucke zu bestimmen, 
dient die Anordnung in der Fig. 16. Links befindet sich ein 
Fernhörer, auf dessen Membranmitte ein Übertragungsstück 

befestigt ist, durch das 

Zufuhr der Druckluft die Zelophanmembran 
des Meßvolumens in 
Schwingungen versetzt 

Sette wird. Wählt man die 


\ N Fernhörermembran ge- 
\ iia niigend stark, so ist 
\ es leicht zu erreichen, 

« 


daß die Schwingtungs- 
Kompensaticns- amplitude der Membran 
membran sich bei einer Anderung 


der Schalldruckschwin- 


Kapillare 


Meßvolumen ~ 1cm? 
Ansatzstelle für die 


Impedanzmessung in dem vr; 

Fig. 16. Anordnung E k 
zur Messung akustischer Impedanzen eo De — ruck- 
bei tiefen Frequenzen kräfte gegenüber den 
elastischen Kräften der 

Fernhörermembran zu vernachlässigen sind. Rechts befindet 


sich ein Kompensationsmikrophon nach H. Tischner‘), 
bei dem die auf die Fernhörermembran und der mit ihr ge- 
koppelten Kompensationsmembran wirkenden elektromagneti- 
schen Kräfte der Größe und Phase nach so eingestellt werden, 
daß sie den Druckkräften des Schalles in dem Meßvolumen 


1) H. Tischner, E.N.T. 7. 8. 192. 1930; E. Meyer, E.N.T. 4 
S. 86. 1927. 
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eben gleichen. Dann bleibt die Kompensationsmembran voll- 
kommen in Ruhe, was durch das Mikrophon angezeigt wird. 
Das Verhältnis der beiden Schalldrucke ist daher auch der 
Phase nach durch das Verhältnis der Ströme des Kompensations- 
fernhörers gegeben. 

Will man mit dieser Anordnung auch bei höheren Frequenzen 
messen, so füllt man zweckmäßig das Meßvolumen mit Wasserstoff, indem 
man durch zwei entsprechend dimensionierte Kapillaren dauernd das 
Meßvolumen durchströmen läßt. Da die Schallwellenlänge dabei etwa 
4mal größer wird, so kann auch die Meßfrequenz entsprechend vergrößert 
werden. 

Für die Messung der akustischen Impedanz irgendeines an die An- 
satzstelle des Meßvolumens angeschlossenen Systemes bedeutet V in der 
Gleichung (5) das Meßvolumen der Fig. 16, p den Druck bei angeschlossener 
Impedanz und p,, den Druck, wenn die Ansatzstelle des Meßvolumens 
durch eine ebene Platte verschlossen wird.') 


Bedeutet nun Z, die Impedanz des Trommelfelles ohne 
äußeren Druck im Gehörgang und Z, die Impedanz bei ge- 
ändertem Druck, so erhalten wir aus Gl. 5 für das gesuchte 
Verhältnis der beiden Impedanzen, wenn wir die in unserem 
Falle etwa 1 prozentige Änderung von o c? vernachlässigen 


Poo 
1 
Zu _ Po 
Zo Poo _ 
Pr 


In der Tab. 3 sind einige bei 400 Hz und einer Druck- 
erhöhung von 10 em Wassersäule erhaltenen Impedanzände- 
rungen mit den dazugehörigen, durch Lautstärkevergleich mit 
dem anderen Ohre gemessenen Lautstärkeränderungen ein- 


getragen. Tabelle 3 
c 


Impedanzänderung Z,/Z, - - 2,1 | 1,8 | 1,5 
Lautstärkenänderung Z,/L, .— 2,7 | 2,0 | 1,35 


Trotzdem diese Messungen schlecht reproduzierbar sind, da 
die Gehörknöchel sich meist ruckweise in die neue Gleichgewichts- 
lage einstellen, so zeigen sie doch deutlich, daß durch eine 
Druckerhöhung im äußeren Gehörgang sich die Impedanz des 
Trommelfelles vergrößert, so daß seine Schwingungsamplituden 
kleiner werden und daß die Lautstärkenänderungen ungefähr 
von der gleichen Größenordnung sind. Es ist damit ent- 
schieden, daß die Lautstärkenänderungen mechanisch ent- 

') Andere Methoden der Impedanzmessung, G.W. Stewart, Phys. 
Rev. 28. S. 1038. 1926; G.W. Stewart u. R. B. Lindsay, Acoustics, 
New York, S. 190, 1930; J. Tröger, a.a.O. 
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stehen, so daB die Annahme einer Anderung der Nerven- 
empfindlichkeit bei einer eventuellen Erhéhung des Druckes in 
der Schneckenflüssigkeit nicht notwendig ist. 

Die vollkommene Gleichheit zwischen der Impedanz- 
änderung und der Lautstärkenänderung ist deshalb nicht zu 
erwarten, da die Kopplung zwischen dem Trommelfell und den 
Gehérknécheln nur fiir einen Teil des Trommelfelles eine voll- 
kommen feste ist, während der seitliche Teil des Trommel- 
felles, wie Beobachtungen am Ohrenmikroskop zeigen, mehr 
oder weniger unabhängig schwingt und in anderer Weise bei der 
Druckerhöhung seine Impedanz ändern kann. 

Bei einer Druckerniedrigung ist ebenfalls eine Lautstärken- 
verminderung mit einer Erhöhung der Trommelfellimpedanz 
verbunden. 

Um die einer Druckänderung entsprechende Lautstärken- 
änderung eines Luftleitungstones mit der eines Knochen- 
leitungstones bei verschlossenem Gehörgang besser miteinander 
vergleichen zu können, dient die Anordnung der Fig. 17. Der 
vertikale Schenkel des mit 
der Luftpumpe verbunde- 


von.der Luffpumpe 
—— nen T-Rohres wird so tief 


unter den Flüssigkeits- 
spiegel getaucht, bis im 
Manometer bei Abschluß 


des Hahnes und der zum 
Gehörgang führenden Off- 
nung die gewünschte Druck- 
differenz entsteht. Bei dem 
in der Metallkapsel befind- 
lichen Fernhörer ist dafür 
gesorgt, daß die Luft zu 
beiden Seiten der Membran 
gleichmäßig herankommen 
kann, so daß bei Druck- 
änderungen sich die Schall- 
abgabe des Fernhörers nicht ändert. Der zum Gehörgang 
führende Gummischlauch besitzt an seinem Ende eine enge 
Kapillare, die den Gehörgang möglichst vollkommen abschließt. 
Das Ende des Schlauches muß möglichst luftdieht in den 
Gehérgang eingeführt werden, so daß beim Zudrücken des 
Gummischlauches sich die Manometerstellung nicht ändert, 
da sich nämlich zeigte, daß bei einem schon geringfügigen 
Strömen der Luft durch die Kapillare die Schallstärke der 
ebenfalls durchtretenden Schallwellen des Fernhörers stark ge- 


Fig. 17. 
Messung der Lautstärkenänderung 
bei einer Druckänderung im Gehörgang 
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Verven-# schwächt werden. Aus diesem Grunde wurde auch der Innen- 
ckes inf! druckmesser der Kapillare nicht kleiner als 0,5 mm gewählt. 
Um für die Luftleitung die einer Druckänderung ent- 
vedanz- § sprechende Lautstärkenänderung zu bestimmen, wird der 
cht zu Fernhörer automatisch beim Öffnen und Schließen des Hahnes 
nd den# an zwei verschiedene, von der gleichen Stromquelle gespeiste 
1e vol- # Eichleitungen angeschlossen, die so eingestellt werden, daß durch 


ymmel- # ihre verschiedene Einstellung die Lautstärkenänderung bei der 
mehr # Druckerhöhung ausgeglichen wird. Die Differenz der beiden 


bei der# Einstellungen ergibt dann die gesuchte Lautstärkenänderung. 
Bringt man nun bei ausgeschaltetem Fernhörer den 
ärken- # Kopf mit einem Schwingungskörper gleicher Frequenz und 
pedanz # einer Amplitude, die ungefähr die gleiche Lautstärke wie der 
Fernhörer erzeugt, in Berührung, so wird im Gehörgang deut- 


ärken- | lich ein Schallbild wahrnehmbar, dessen Form und Lage mit 
ochen- # dem vom Fernhörer erzeugten Schallbild vollkommen identisch 


nander f ist. Außerdem entsteht noch bei tiefen Frequenzen an der 
. Der Berührungsstelle mit dem Schwingungskörper eine Tastempfin- 
es mit — dung, deren Stärke sich natürlich bei der Druckänderung nicht 


punde- ändert. Doch gelingt es bei höheren Frequenzen, besonders 
so tief | durch geeignete Wahl der Druckstelle des Schwingungskörpers. 
skeits- | die Tastempfindung so weit zu unterdrücken, daß sie nicht 
is im mehr stört und auch hier durch Umschalten des elektro- 


schluß dynamisch erregten Schwingungskörpers auf zwei verschiedene 
r zum | Hichleitungen beim Öffnen und Schließen des Hahnes die 


a Off- Lautstärkenänderungen zu messen. 
Jruck- Die unter diesen Vorsichtsmaßregeln bei 400 und 800 Hz 
1 dem ausgeführten Messungen zeigten, daß für die Druckerhöhungen 
efind- und Druckverminderungen die Lautstärkenänderungen im ge- 
dafür schlossenen Gehörgang für Luftleitung und Knochenleitung 
ft zu einander vollkommen gleichen, solange die Lautstärken- 
nbran verminderungen nicht mehr als das Dreifache betragen, indem 
mmen bei einer größeren Änderung bereits das Schallbild des Knochen- 
)ruck- leitungstones nicht mehr in den Gehörgang lokalisiert wird. 
chall- Die Tatsache, daß bei geschlossenem Gehörgang das 
rgang Schallbild des Knochenleitungstones sich seiner Form und Lage 
enge nach in keiner Weise von dem durch den Gummischlauch 
ließt. der Fig. 17 erzeugten Luftleitungsschallbild unterscheidet, weist 
| den darauf hin, daß bei geschlossenem Gehörgang der Knochen- 
n des leitungston hauptsächlich durch Luftdruckschwankungen im 
ıdert, Gehörgang entsteht. Nur so wird es auch verständlich, daß 
gigen eine Fixierung des Steigbiigels die beiden Schalleitungsarten 
e der ganz gleichartig beeinflußt und warum ein Verschluß des 
k ge- Gehörganges die Lautstärke in so hohem Maße vergrößert. 


Annalen der Physik. 5. Folge. 13. 9 


# 
4 
t 
> 
ne 
Art 
x 
Ex 
j 


130 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 13. 1932 


Verwendet man in Fig. 17 den Fernhörer vermittelst eines 
Verstärkers als Mikrophon, so läßt sich bei Knochenleitung 
zeigen, daß bei der Druckerhöhung im geschlossenen Gehör- 
gang die Schallstärke zunimmt. Auch dies ist nur dadurch 
zu erklären, daß die Schallstärke im Gehörgang durch die 
Kontraktionen des Gehörganges entstehen und bei einer 
Impedanzerhöhung des Trommelfelles dieselben Volumen- 
änderungen größere Druckschwankungen erzeugen. 

Als Ursache des Schalldruckes im Gehörgang sind außer 
einer direkten Kompression des (Gehörganges infolge der 
Schwingungen der Schädelkapsel hauptsächlich die Schwin- 
gungen des Unterkiefergelenkkopfes zu berücksichtigen. 

Denn drückt man den Gehörgang mit dem Finger zu und bewegt 
den Unterkiefer, so ist deutlich zu fühlen, wie die um den Gehörgang 
liegenden Knorpel verschoben werden, wodurch Volumenänderungen ent- 
stehen. Auch läßt sich durch Messungen der Schwingungsamplituden 
zeigen, daß bei den Schwin- 
gungen des Kopfes der 
Unterkiefer nicht gleich- 
artig mitschwingt, so daß 
besonders wegen dem Pha- 
senunterschied gegenseitige 
Verschiebungen zwischen 
dem Kopfknochen und 
> dem Unterkiefer auftreten. 
- = -—— Gehorgang Die Fig. 18, die einen 

: Längsschnitt durch den 
Gehörgang bei geschlosse- 
nem Munde darstellt, zeigt, 
daß dies auch anatomisch 
zu erwarten ist. 

Ferner ist zu sehen, 
daß die Schwingungen des 
Gelenkkopfes das Mittelohr 
wegen der dazwischen ge- 
lagerten dünnen Knochenplatte bedeutend weniger komprimieren als den 
Gehörgang, wo sich nur verhältnismäßig leicht bewegliche Knorpelplatten 
befinden. Verschiebt man den Gelenkkopf nach außen, was durch eine 
seitliche Bewegung des Unterkiefers leicht erhalten wird, so wird der Ge- 
hörgang noch bedeutend mehr den Schwingungen des Gelenkkopfes aus- 
gesetzt. Es konnte nun tatsächlich beobachtet werden, wie besonders 
hei tiefen Frequenzen und seitlicher Schwingung des Unterkiefers bei 
geschlossenem Gehörgang ein Nachaußenschieben des Gelenkkopfes eine 
merkliche Lautstärkenerhöhung bewirkt, gleichgültig, ob der Schwingungs- 
körper auf der Seite des Unterkiefers angesetzt wurde oder durch Auf- 
setzen auf den Warzenfortsatz der Kopf in seitliche Schwingungen ver- 
setzt wurde. 

Beißt man die hinteren Schneidezähne kräftig zusammen, so wird 
die relative Bewegung zwischen dem Unterkiefer und dem Schädelknochen 
vermindert, wodurch eine Lautstärkenabnahme eintritt. Bei höheren 
Frequenzen und bei Schwingungen des Gelenkkopfes, die nicht parallell 
der Achse des Gehörganges verlaufen, sind die Lautstärkenänderungen 
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meist recht verwickelt. Da in diesen Fällen der Unterkiefer meist nicht 
frei hin und her schwingt, sondern Drehungen ausführt, die oft je nach 
der Stellung des Unterkiefers in sehr verschiedener und unübersichtlicher 
Weise durch die vom Gehörgang bereits entfernteren Teile der Gelenk- 
kapsel abgebremst werden. 

Wurde der Unterkiefer durch Anlegen des Schwingungskörpers in 
seitliche Schwingungen versetzt, derart, daß auf dem Kopfe keine 
Schwingungen übertragen wurden, was durch Abhören mit einem Schall- 
plattentonabnehmer festgestellt werden kann, so zeigte sich, daß bei 
seschlossenem Gehörgang an der Hörschwelle die Amplituden des Unter- 
kiefers mehrere Male kleiner waren als die Amplituden des in den Gehör- 
gang gesteckten Schwingungskörpers an der Hörschwelle. Da demnach 
der Unterkiefer bedeutend größere Volumenänderungen im Gehörgang 
erzielt wie der mit gleicher Amplitude schwingender, in den Gehörgang 
gesteckter Schwingungskörper, so wird verständlich, warum in der Fig. 10 
die Hörschwelle für den Knochenleitungston bei geschlossenem Ohre unter 
die Hörschwelle des im Gehörgang schwingenden Körpers sinken kann. 


V. Die Knochenleitung bei offenem Gehörgang 


Ganz anders verhält es sich bei offenem Gehörgang Denn 
hier können die Kompressionen in dem Gehörgang auf das 
Trommelfell nur einen kleinen Druck ausüben, so daß die 
relativen Verschiebungen der Gehörknöchelehen im Mittelohre 
und die Kompressionen in der Schnecke zur Geltung kommen 
können. Begünstigt wird dies dadurch, daß auch hier der 
Unterkiefer infolge seiner Trägheit mit einer anderen Amplitude 
und Phase schwingt, wie die benachbarten Knochen, so daß er 
sozusagen eine punktförmige Kraftwirkung auf die Schädel- 
knochen in unmittelbarer Nähe der Schnecke ausübt. Daher 
ändert sich auch bei offenem Gehörgang die Lautstärke etwas 
beim Verschieben des Unterkiefers. 

Die während der Bewegung auftretenden Veränderungen 
können nun in erster Annäherung zerlegt werden in eine 
Parallelschwingung, eine Kompressionsschwingung und eine 
Drehschwingung der Schnecke und des Mittelohres. Die Dreh- 
schwingungen wollen wir vernachlässigen, da die beobacht- 
baren Erscheinungen beim Knochenleitungston schon durch 
die Parallelschwingungen und Kompressionsschwingungen voll- 
kommen erklärt werden. Denn würden die Drehschwingungen 
in der Schnecke eine hörbare Verschiebung der Basilarmembran 
bewirken, so wäre ihre Schwingungsform eine ganz andere 
wie bei den Verschiebungen des Steigbügels, so daß die 
Kompensation des Knochenleitungstones durch einen Luft- 
leitungston nieht möglich wäre. 

Die Parallelverschiebung bewirkt besonders im Mittelohr ' 
infolge der Trägheit der Gehérknéchelchen eine Kraftwirkung 
auf den Steigbügel, die bei tiefen Frequenzen ungefähr phasen- 
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entgegengesetzt den Schwingungen des Mittelohres und Gehör. 
ganges ist. 

Wird die Schnecke komprimiert, so entstehen, wie 
A. Rejtö!) und H. Herzog?) dargelegt haben, bei einer voll 
ständigen Gleichheit der gesamten elastischen Eigenschaften 
der beiden Schneckenkanäle beiderseits der Basilarmembran 
die gleichen Druck- und Strömungsverhältnisse, so daß die 
Basilarmembran gar keine Verschiebungen erleidet, wie dies 
auch aus der Fig. 19a ersichtlich ist. In Wirklichkeit ist 
jedoch die Beweglichkeit der Steigbügelplatte ganz bedeutend 
we kleiner als die des runden Fensters, 
\ 1 a) wodurch, wie Fig. 19b zeigt, eine Ver- 

schiebung der Basilarmembran ent- 

steht, die um so größer ist, je größer 

der Unterschied in der Beweglichkeit 

der beiden Fenster ist. Auf diese Weise 

6) scheint besonders die oft beobachtete 

Tatsache erklärt, nach der eine voll- 

ständige Fixation des Steigbügels an 

der Schneckenwandung das Hören für 

Luftleitung vollständig aufhebt, wäh- 

rend für die Knochenleitung nur eine 
c) ganz geringfügige Änderung der Hör- 

schwelle erfolgt. Die Unsymmetrie 
Fig. 19. Bei einer Kom- zwischen den beiden Schneckenkanälen 
pression der Schnecke tritt wird noch dadurch vergrößert, daß, 
wegen der Unsymmetrie wie die Fig. 19¢ zeigt, in der Nähe 
der beiden Schnecken- des Steigbügels noch die Bogengänge 
kanäle eine Verschiebung x ‘ 
der Basilarmembran ein Yorhanden sind, deren Kontraktionen 
noch eine bedeutende Flüssigkeits- 
verschiebung in der Nähe des Steigbügels bewirken, die viel- 
leicht noch durch über die Blutgefäße eingepreßte Flüssigkeits- 
menge vergrößert wird. 

Es ist nun wichtig, nachzuweisen, daß die Kompressionen 
in der Schnecke einen merklichen Beitrag zu dem Knochen- 
leitungston bei offenem (Grehörgang liefern. 

Kompensiert man den Knochenleitungston durch einen 
Luftleitungston vollständig, so daß die Basilarmembran stillsteht, 
so muß sich der Steigbügel infolge der Kompensation durch 
den Luftleitungston gerade um ebensoviel nach außen bewegen 


1) A. Rejtö, Verhandlungen der deutsch. otolog. Ges. 23. Ver- 
sammlung. S. 265. 1914. 
2) H. Herzog, Ztschr. f. Hals-, 
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als durch die Kompression in den oberen Schneckengang Flüssig- 
keit hineingetrieben wird. 

Ist keine Kompression in der Schnecke vorhanden, so 
bewegt sich dann während der Kompensation der Steigbügel 
relativ zu seiner Umgebung gar nicht. Wird daher der Druck 
im äußeren Gehörgang geändert und der Steigbügel fixiert, so 
tritt dabei gar keine Veränderung ein. Tritt jedoch in der 
Schneeke eine Kompression ein, so tritt bei der Bewegungs- 
verminderung des Steigbügels eine größere Lautstärkenänderung 
auf. Soll nach der Druckerhöhung die Kompensation wiederum 
hergestellt werden, so muß die verkleinerte Bewegung des Steig- 
bügels durch Vergrößerung der Luftschallstärke wiederum auf 
ihren ursprünglichen Wert gebracht werden. 


Die beiden letzten Folgerungen bestätigten sich sehr gut. 
Die vollständige Kompensation der Flüssigkeitsbewegung gelingt 
deshalb so gut, weil die Öffnung der Bogengänge sehr nach dem 
Steigbügel liegt. 

Während bei geschlossenem Gehörgang sich zeigte, daß bei 
einer Druckerhöhung die Lautstärke des Luftleitungstones um 
ebensoviel abnimmt, wie die des Knochenleitungstones, so ist 
anzunehmen, daß bei offenem Gehörgang die Kompressionen im 
Gehérgang nur mehr sehr wenig zur Geltung kommen können. 
Da auch die durch die Kompression des Mittelohres bedingte 
Einwärtsbewegung des Steigbügels von der gleichen Größen- 
ordnung ist, wie die gleichzeitig durch die Bogengänge in den 
oberen Schneckenkanal eingepreßte Flüssigkeitsmenge, so ist zu 
erwarten, daß durch die Fixation der Steigbügelplatte die Laut- 
stärke des Knochenleitungstones 
weniger geändert wird als die 
des Luftleitungstones, da die 
von den Bogengängen her ein- 
strömende Flüssigkeitsmenge 
sich dabei nicht ändert. 


Plz Gummischwamm 
y 


Um Druekänderungen bei 
offenem Gehörgang vornehmen 
zu können, dient die Anordnung 
in Fig. 20, bei der das Ohr 7 
vollkommen frei in einem Druck- Fig. 20. Bustin —~— 
raum liegt , dessen Wandung änderungen bei offenem Gehörgang 
mit einem schalldämpfenden 
Stoff ausgefüttert ist, womit die eventuell von dem Kopfe auf 
den Druckraum übertragenen und abgestrahlten Schwingungen 
absorbiert werden. Eine mit Flüssigkeit abgedichtete Gummi- 
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schwammzwischenlage sorgt dafür, daß der Kopf sich luftdicht Au 
anschließen läßt. 
Es konnte nun bei sämtlichen Beobachtern bestätigt werden, (9) 
daß die Lautstärkenänderung fiir den Luftleitungston bedeutend 
größer ist. So ergab sich z. B. für den Luftleitungston eine 
10fache Lautstärkenabnahme, während für den gleichen Druck lei 
beim Knochenleitungston sich bloß eine Änderung um das § 2 ‘ 
3fache zeigte. 
Bei einigen Beobachtern gelang es sogar, durch geeignete = 
Wahl der Druckstelle des Schwingungskörpers den bei offenem zu 
Gehérgang im Mittelohr entstehenden Ton so weit zu unter- der 
drücken, daß bei der Druckzunahme von 20 em Wassersäule gre 
eine 3fache Lautstärkenerhöhung erhalten wurde. Es ist wichtig, = 
daß auch am gesunden Ohre die Erfahrung der Ärzte bestätigt er 


werden konnte, wonach eine Verminderung der Beweglichkeit 
des Steigbiigels eine Lautstärkenzunahme beim Knochen- vel 
leitungston bewirken kann. 


Auch zeigte es sich oft, daß bei Frequenzen über 3000 Ha, a 
wo ein Verschluß des Gehörganges oft keine Lautstärkenerhöhung nu 
mehr ergibt, Fig.15, also im Gehörgang keine nennenswerten bü 
Druckschwankungen auftreten, beim festeren Eindrücken des bü 
Fingers sehr deutliche Lautstärkenvergrößerungen erfolgen. Se 

Gelegentlich wurde auch bei einem auf den Unterkiefer die 
aufgesetzten Schwingungskörper bei einer Druckerhöhung mit gre 
der Druckkammer eine Lautstärkenerhöhung erhalten, während du 
beim seitlichen Hinausschieben des Unterkiefers, wodurch mehr - 
die Teile des Gehörganges komprimiert werden, sich eine Laut- ah 


stärkenabnahme ergab. 


Wir können auch das Verhältnis der Volumenverschiebung, wie sie 
durch die Kompression in den Bogengängen und dem oberen Schnecken- 
kanal, in der Fig. 19c schraffiert dargestellt, zu der Volumenverschiebung 
durch die Steigbügelbewegungen, bei offenem Gehörgang, berechnen. | 

Bezeichnen wir nämlich die Volumenverminderung durch die Kom- 
pression der Bogengänge, vermehrt um dieVolumenverminderung des oberen D 
Schneckenkanals mit V, die gleichphasige Volumenverminderung durch die A 
Verschiebung des Steigbügels mit S, so wird nach der Fig. 19c die Lautstärke A 
L des Knochenleitungstones durch die Durchbiegung der Basilamembran, st 
d.h. S + V bestimmt. Bedeutet K einen Proportionalitätsfaktor, so ist 


(7) L=K(S+V). le 
Im Falle der Fig. 19a wäre S negativ und gleich groß der Volumenänderung di 
im oberen Schneckenkanal, so daß S + V = 0 wird. se 
Tritt nun eine Druckerhöhung im äußeren Gehörgang, ein so wird F 
die Beweglichkeit des Steigbügels um das n-fache vermindert, während 
die Lautstärke sich um das N-fache verändert. Werden die für die Druck- B 
erhöhungen gültigen Werte gestrichelt, so ergibt sich u 
(8) S’=nS; L’=NL=NK(S+V)=K(nS + PV). M 
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Aus dieser Gleichung ergibt sich für das Verhältnis der beiden Volumen- 
änderungen 
v 


(9) — = ——— 


Die bei der Druckänderung eintretende Lautstärkenänderung JN ist 
leicht zu bestimmen, während die Verminderung der Steigbügelbeweglichkeit 
n dadurch erhalten wird, daß man die Lautstärkenabnahme eines Luft- 
leitungstones gleicher Lautstärke für die gleiche Druckerhöhung ermittelt. 
Meist ergibt sich n = 0,3 und N = 0,7. Das Volumenverhältnis wird damit 
zu 4 — 1,3. Daß trotz der Festigkeit des Felsenbeines die Kompression 

A 

der Schnecke relativ zu den Volumenänderungen des Steigbügels einen so 
großen Wert erreicht, ist teils der Kleinheit der Steigbügelplatte zu- 
zuschreiben, die selbst bei großen Verschiebungen nur kleine Volumen- 
änderungen ergibt und außerdem, daß wahrscheinlich auch durch die Blut- 
gefäße Flüssigkeit in die Schnecke eingepreßt wird. 

Doch ist dieses Verhältnis je nach der Stellung des Unterkiefers sehr 
verschieden. 

Gelingt es beim offenen Gehörgang, durch geeignete Wahl des Druck- 
punktes des Schwingungskörpers die Kompression im Mittelohr so weit 
zu unterdrücken, daß sich die Volumenänderung der Bogengänge nicht 
nur über die Basilarmembran ausgleichen, sondern bereits auch den Steig- 
bügel nach auswärts drücken, so entsteht bei einer Fixierung des Steig- 
bügels immer eine Lautstärkenerhöhung. 

Nach der üblichen Annahme wird durch die Kompression in der 
Schnecke der Steigbügel in jedem Falle nach außen gepreßt, so daß durch 
die Übertragung seiner Schwingungen auf das Trommelfell, wegen der 
großen Flächenvergrößerung, im Gehörgang der größte Teil der Schallstärke 
durch die zwangsläufigen Bewegungen des Trommelfells entsteht. Daß dies 
nicht zutrifft, erkennt man auch daran, daß beim Herausreißen des Steig- 
bügels und der Gehörknöchelchen an einer Leiche die Schallstärke im 
abgeschlossenen Gehörgang sich nicht änderte. 


VI. Zusammenfassung 


Nach Untersuchung der Schwingungsform der Schädel- 
kapsel wird die absolute Hörschwelle für die Knochenleitung 
gemessen, wobei es sich zeigte, daß Schwingungen von 10-° em 
Amplitude gelegentlich noch sehr gut wahrgenommen werden. 
Auch die Hörschwelle für Luftleitung wurde zur Kontrolle be- 
stimmt, wobei die Korrektion wegen der Nachgiebigkeit des 
Trommelfelles genau berechnet wurde. Von dem Knochen- 
leitungston bei geschlossenem Gehörgang wird nachgewiesen, 
daß er sich von einem Luftleitungston wesentlich nicht unter- 
scheidet und durch Kompression des Gehörganges entsteht. 
Für den. Knochenleitungston bei offenem Gehörgang wird die 
Bedeutung der Kompressionen in der Schnecke nachgewiesen 
und ihre relative Größe zu den Kompressionsschwingungen des 
Mittelohres bestimmt. Auch wird darauf hingewiesen, daß eine 
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Luftdruckerhöhung im Gehörgang bei geschlossenem Gehé 
gang eine Lautstärkenverminderung ergibt, die gleich derjenig 
eines Luftleitungstones ist, während bei offenem‘ 'Gehörgs 
durch die Fixierung des Steigbügels auch Lautstärkenerhöhun 
erhalten werden können. 
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